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CAPITULO |

INTRODUCCION

Este ensayo filosofico es el desarrollo de unaidecsobre probabilidades que
imparti en 1795 a las escuelas normales cuanddlaimado a ser, por decreto de la
Convencion Nacional, profesor de matematicas jumo Lagrange. Recientemente he
publicado un trabajo sobre el mismo tema llam@doria analitica de las probabilidades
Aqui presento, sin recurrir al andlisis, los pnimes y resultados generales de esta teoria,
aplicandolos a las cuestiones mas importantes deléa que en realidad son, la mayor
parte del tiempo, Unicamente problemas de proloaloili Estrictamente hablando, puede
decirse que casi todo nuestro conocimiento es @mudtico, y que en el pequefio nimero
de cosas que somos capaces de conocer con certelzso en las propias ciencias
matematicas, los principales medios para deternineerdad — la induccién y la analogia
— estan basados en probabilidades, de tal sueedaoglo el sistema del conocimiento
humano estd conectado con la teoria expuesta ereesayo. Sin lugar a dudas, aqui se
vera con interés que al considerar, incluso eetesios principios de la razén, la justicia, y
la humanidad, solamente las posibilidades favosaglee constantemente se les agregan,
hay una gran ventaja en seguir estos principiog gario inconveniente en apartarse de
ellos; sus posibilidades, como aquellas favorabldas loterias, siempre terminan por
prevalecer en medio de las vacilaciones del rieBgpero que las reflexiones ofrecidas en
este ensayo atraigan la atencion de los filésoflos girijan a un tema tan digno de ocupar

Sus mentes.



CAPITULO Il
ACERCA DE LA PROBABILIDAD

Todos los eventos, incluso aquellos que a caussudasignificancia no parecen
seqguir las grandes leyes de la naturaleza, saseltado de ella justo tan necesariamente
como las revoluciones del sol. Ante la ignoran@das lazos que unen tales eventos con
todo el sistema del universo, se les ha hecho depetie causas finales o del azar,
dependiendo de si ocurren y se repiten con regaldro si aparecen sin respecto al orden;
pero estas causas imaginarias han retrocedido @ra€eate ante los crecientes limites del
conocimiento y han desaparecido por completo antarna filosofia, que solo ve en ellas la

expresion de nuestra ignorancia de las verdadatess.

Los eventos presentes estan conectados con krsoaes por un vinculo basado en
el evidente principio de que una cosa no puederio&im una causa que la produzca. Este
axioma, conocido comel principio de razén suficientse extiende incluso a las acciones
gue se consideran indiferentes; la voluntad mase libs incapaz sin un motivo
determinativo que le dé nacimiento. Si asumimos gosiciones con exactamente
circunstancias similares y descubrimos que la \atliesta activa en una e inactiva en la
otra, decimos que su eleccion es un efecto sinacd&trgonces es, dice Leibniz, el ciego
azar de los epicureos. La opinidon contraria esilus&n de la mente que, perdiendo de
vista las evasivas razones de la eleccion de lantad en cosas indiferentes, cree que la

eleccion esta determinada por si misma y sin me@gunos.

Es entonces que debemos considerar el estadof@et universo como el efecto
de su estado anterior y como la causa del estaglbade seguir. Dada por un instante una
inteligencia que pudiese comprender todas las dsgupr las que la naturaleza es animada
y la respectiva situacion de los seres que la caempe- una inteligencia suficientemente
vasta como para someter estos datos al andlisisisaria, en la misma férmula, los
movimientos de los cuerpos mas grandes del uniyeaspiellos del atomo mas ligero; para
ella nada seria incierto, y tanto el futuro compasdado estarian presentes ante sus 0jos. La
mente humana ofrece, en la perfeccién que ha pdondar a la astronomia, una idea débil

de esta inteligencia. Sus descubrimientos en l&é&nmeg y en la geometria, afiadidos a los



de la gravitacion universal, le han permitido coamgler, en las mismas expresiones
analiticas, los estados pasado y futuro del sistghenundo. Aplicando el mismo método

a otros objetos de su conocimiento, ha consegei@oirr los fendmenos observados a leyes
generales y prever aquellos que determinadas sitaocias deben producir. Todos estos
esfuerzos en la busqueda de la verdad tiendencadecirla continuamente a la vasta
inteligencia que recién mencionamos, pero de lasie@pre permanecera infinitamente

apartada. Esta tendencia, peculiar a la raza hynemda que la hace superior a los
animales, y sus progresos en este aspecto distitgsi@aciones y las épocas y constituyen
su verdadera gloria.

Recordemos que antes, y en una época no muy reor@dluvia inusual o una
sequia extrema, un cometa con una cola muy laogaedlipses, la aurora boreal, y en
general todos los fendbmenos inusuales eran coasioeicomo otras tantas sefiales de la ira
celestial. Se invocaba al cielo para evitar suipgsa influencia. Nadie rezaba para que
los planetas y el sol detuvieran sus cursos; larghsion pronto evidencio la futilidad de
tales rezos. Pero como estos fendmenos, ocurrigndiesapareciendo por grandes
intervalos, parecian oponerse al orden de la Ha&rase suponia que el cielo, irritado por
los crimenes terrenales, los habia creado parac@amisu venganza. Asi, la larga cola del
cometa de 1456 sembré el terror por Europa, yateorela por el rapido éxito de los
turcos, quienes recién habian derrocado al BajedimpDespués de cuatro revoluciones,
esta estrella ha despertado en nosotros un intaengslistinto. EI conocimiento de las leyes
del sistema del mundo adquirido en el intervalalisgpado los miedos engendrados por la
ignorancia de la verdadera relacibn del hombre ebmniverso, y Halley, habiendo
reconocido la identidad de este cometa con logslaios 1531, 1607, y 1682, anuncio su
préximo retorno para finales del afio 1758 o comaerzel afio 1759. EI mundo instruido
esper0 con impaciencia este regreso que habriaodérngar uno de los mayores
descubrimientos que se hayan hecho en las cieyape cumplié la prediccién de Séneca
cuando dijo, al hablar de las revoluciones de $a®kas que caen desde una enorme altura,
“Llegar& el dia en que, por el estudio perseguidma@és de los siglos, las cosas ahora
ocultas seran evidentes, y la posteridad estardlasda de que verdades tan claras se nos
hayan escapado.” Entonces Clairaut analizé lasiextiones que habia experimentado el

cometa por la accidén de los dos grandes planetpgedy Saturno, y después de inmensos

5



calculos fij6 su siguiente paso en el perihelioiddms comienzos de abril de 1759, lo que
fue verificado por la observacion. La regularidage qnos muestra la astronomia en los

movimientos de los cometas sin duda también e&istedos los fendmenos.

La curva descrita por una simple molécula de @ide vapor esta regulada de una
manera tan cierta como las Orbitas planetariag, §nica diferencia entre ellas viene de

nuestra ignorancia.

La probabilidad es relativa en parte a esta igmwaay en parte a nuestro
conocimiento. Sabemos que, de tres 0 de un nimaymrmde eventos, uno solo debe
ocurrir, pero nada nos induce a creer que ocuiricade ellos en lugar de los otros. En este
estado de indecision nos es imposible anuncialcswrencia con certeza. Sin embargo, es
probable que uno de estos eventos, elegido a \alumip ocurra porque vemos varios

casos igualmente posibles que excluyen su ocuaeycino solo que la favorece.

La teoria del azar consiste en reducir todos Vestes del mismo tipo a un cierto
namero de casos igualmente posibles, es decir,aso$t tales que podemos estar
igualmente indecisos con respecto a su existegceny determinar el nimero de casos
favorables al evento cuya probabilidad buscamogrbporcién de este numero con el de
todos los casos posibles es la medida de estalplidbd, que es asi simplemente una
fraccion cuyo numerador es el nimero de casos dales y cuyo denominador es el

numero de todos los casos posibles.

La nocién anterior de probabilidad supone queuatentar en la misma proporcion
el nimero de casos favorables y el de todos lassqassibles, la probabilidad sigue siendo
la misma. Para convencernos de esto consideremgsudms, A y B, la primera
conteniendo cuatro bolas blancas y dos negras,sgdanda conteniendo solamente dos
bolas blancas y una negra. Podemos imaginar qu#otabolas negras de la primera urna
estan unidas por un hilo que se rompe en el monwntguerer sacar una de ellas, y las
cuatro bolas blancas forman asi dos sistemas s@sil@odas las probabilidades que
favoreceran la toma de una de las bolas del sistem@ conducirdn a una bola negra. Si
ahora concebimos que los hilos que unen las balasmompen en absoluto, es claro que

el nimero de casos posibles no cambiara mas glesles casos favorables a la extraccion



de las bolas negras, pero se sacaran dos bolasudea al mismo tiempo; la probabilidad
de sacar una bola negra de la urna A serd entdacessma que al principio. Pero

obviamente tenemos el caso de la urna B con laiferencia de que las tres bolas de
esta Ultima urna serian remplazadas por tres sstetle dos bolas invariablemente
conectadas.

Cuando todos los casos son favorables a un evienfwobabilidad cambia a la
certeza y su expresion se vuelve igual a la uni@atbre esta condicion, la certeza y la
probabilidad son comparables, aunque puede halzediferencia esencial entre los dos
estados de la mente cuando una verdad le es rigunesde demostrada o cuando adn
percibe una pequefia fuente de error.

En las cosas que son solo probables, la diferadeibbs datos que cada hombre
tiene con respecto a ellas es una de las prinsigalesas de la diversidad de opiniones que
prevalecen con respecto a los mismos objetos. $apaws, por ejemplo, que tenemos tres
urnas, A, B, y C, una de las cuales contiene Urecaenbolas negras y las otras dos
contienen Unicamente bolas blancas; ha de sacassbala de la urna C y se requiere la
probabilidad de que sea negra. Si no sabemos euldsdires urnas contiene Unicamente
bolas negras, de tal forma que no haya razon paes que es C en lugar de B o A, estas
tres hipotesis pareceran igualmente posibles, yoqomede sacarse una bola negra soélo en
la primera hipétesis, la probabilidad de sacarleyesl a un tercio. Si se sabe que la urna A
contiene solamente bolas blancas, entonces laigidlese extiende Unicamente a las urnas
B y C, y la probabilidad de que la bola sacadaalerrha C sea negra es un medio.
Finalmente esta probabilidad se transforma en zzegeestamos seguros de que las urnas

A'y B contienen sélo bolas blancas.

Es asi que un incidente relacionado con una asanmbimerosa encuentra diversos
grados de creencia dependiendo de la extensiéromcimniento de los oyentes. Si el
hombre que lo reporta esta plenamente convencida gesi, por su posicién y caracter,
inspira gran confianza, su declaracion — no obstgu#é tan extraordinaria pueda ser —
tendra, para los oyentes que no tienen informaeidmjsmo grado de probabilidad que una
declaracion ordinaria hecha por el mismo hombtengran plena fe en ella. Pero si alguno

de ellos sabe que el mismo incidente es rechazadotm hombre igualmente digno de



confianza, estara dudoso y el incidente serd dedigmtio por los oyentes ilustrados,
quienes lo rechazaran en aras de hechos bienceeiof o en aras de las inmutables leyes
de la naturaleza.

Es a la influencia de la opinion de aquellos agies la multitud juzga como mejor
informados y a quienes comunmente se les ha datdfacpa con respecto a los asuntos
mas importantes de la vida que se debe la propgaygdei aquellos errores que, en tiempos
de ignorancia, han cubierto la faz de la Tierra.nagia y la astrologia nos ofrecen dos
grandes ejemplos. Estos errores inculcados erfdadia, adoptados sin examen alguno, y
teniendo por base Unicamente el crédito univesalhan mantenido durante un largo
tiempo; pero por fin el progreso de la cienciaHaglestruido en las mentes de los hombres
ilustrados, cuya opinidon consecuentemente los bachdesaparecer incluso entre la plebe
a través del poder de la imitacion y del habite tps habia esparcido originalmente. Este
poder, el recurso mas rico del mundo moral, estabjeconserva en toda una nacién ideas
completamente contrarias a aquellas que sostiermgres lados con la misma autoridad.
iQué indulgencia no deberiamos de tener por opasidistintas de las nuestras cuando esta
diferencia a menudo depende de los distintos putgogsta donde las circunstancias nos
han puesto! lluminemos a aquellos que juzgamodiamsatemente instruidos, pero antes
examinemos criticamente nuestras propias opinigrmEanderemos con imparcialidad sus

respectivas probabilidades.

La diferencia de opiniones depende, no obstarde]admanera en la que se
determina la influencia de datos conocidos. Laiéede las probabilidades guarda relacion
con consideraciones tan delicadas que no es sdeenque con los mismos datos dos
personas lleguen a distintos resultados, especis@men cuestiones muy complicadas.

Examinemos ahora los principios generales de estéat



CAPITULO llI

LOS PRINCIPIOS GENERALES DEL CALCULO DE PROBABIIDE&

Primer principia El primero de estos principios es la propia deitim de
probabilidad, que es, como ya vimos, la propordéhnimero de casos favorables al de

todos los casos posibles.

Segundo principioPero ello supone los varios casos igualmenté|@ssiSi no son
asi, primero determinaremos sus respectivas positéds, cuya apreciacion exacta es uno
de los puntos mas delicados de la teoria del Braonces la probabilidad sera la suma de

las posibilidades de cada caso favorable. llustseaste principio con un ejemplo.

Supongamos que arrojamos al aire una moneda gsanuey delgada cuyos dos
grandes lados opuestos, que llamaremos cara y ez, perfectamente similares.
Encontremos la probabilidad de sacar cara por loosi@na vez en dos tiradas. Es claro
gue pueden surgir cuatro casos igualmente posialesper, cara en el primero y en el
segundo lanzamientos; cara en el primer lanzamigntcuz en el segundo; cruz en el
primer lanzamiento y cara en el segundo, y finalmenuz en ambos lanzamientos. Los

primeros tres casos son favorables al evento cuyabapilidad buscamos;
- . 3 -
consecuentemente, esta probabilidad es |gl;}|aha| gue es una apuesta de tres a uno que

salga cara por lo menos una vez en dos lanzamientos

En este juego podemos contar solo tres casositdistia saber, cara en el primer
lanzamiento, lo que exime de arrojar una segundacvez en el primer lanzamiento y cara

en el segundo, y finalmente cruz en el primero glegegundo lanzamientos. Esto reduciria
- 2 . . . ,
la probabilidad a; si consideramos, junto con d’Alembert, estos tcesos como
igualmente posibles. Pero es evidente que la pildds de sacar cara en el primer
. 1 . 1 . .
lanzamiento eg, mientras que en los otros dos casog,@ primero de ellos siendo un

evento simple que corresponde a dos eventos coddsnaara en el primero y segundo

lanzamientos, y cara en el primer lanzamiento y em el segundo. Si, de acuerdo con el

. . ~ . T . .
segundo principio, afiadimos la pOSIbI|Idg.dde cara en el primer lanzamiento a la



S 1 . . 3
p05|b|I|dadZ de cruz en el primer lanzamiento y cara en elrsmgutendremog para la

probabilidad buscada, que concuerda con lo enam#a la suposiciébn cuando jugamos a
arrojar dos veces. Esta suposicion no cambia ealwbsla oportunidad de aquel que
apuesta a este evento; simplemente sirve para irebhsc varios casos a los casos

igualmente posibles.

Tercer principio Uno de los puntos mas importantes de la teorialade
probabilidades y el que se presta a mas ilusionds manera en que estas probabilidades
aumentan o disminuyen por su combinacion mutubnsSventos son independientes entre

si, la probabilidad de su existencia combinada legpreducto de sus respectivas

probabilidades. Asi, la probabilidad de sacar uncgsun solo dado ezs y la de sacar dos

. . . 1 .
ases al arrojar dos dados al mismo tlempo3—6esCada lado de uno siendo capaz de

combinarse con los seis lados del otro, en realltadtreinta y seis casos igualmente
posibles, de entre los cuales un solo caso das#iss Bor lo general, la probabilidad de que
un evento simple en las mismas circunstancias @camsecutivamente un niumero dado de
veces es igual a la probabilidad de este eventplsigievada a la potencia indicada por
este numero. Asi, habiendo disminuido sin cesasl@&sivas potencias de una fraccion
menor que la unidad, un evento que depende deanigade probabilidades muy grandes
puede volverse extremadamente improbable. Suporgjagune un incidente nos es

transmitido por veinte testigos de forma tal querehero lo ha transmitido al segundo, el

segundo al tercero, y asi sucesivamente. Supongataasuevo, que la probabilidad de

. . . .9 . . . .,
cada testimonio es igual a la fraccrleom la del incidente resultante de los testimonioa se

1 . . . .. Ly
menor que.. No podemos comparar mejor la disminucion de Gbabilidad que con la

extincion de la luz de los objetos por la interpmsi de varias piezas de vidrio. Un nimero
relativamente pequefio de piezas es suficientequata la vista de un objeto que una sola
pieza nos permite percibir de manera distinta. his®riadores no parecen haber prestado
la suficiente atencién a esta degradacion de lagimitidad de eventos cuando son vistos a
lo largo de un gran niumero de generaciones; muebestos histéricos reputados como

ciertos serian al menos dudosos si fuesen sometidsta prueba.

10



En las ciencias puramente matematicas, las comseias mas distantes participan
en la certeza del principio del que derivan. Endplécaciones del analisis a la fisica, los
resultados tienen toda la certeza de hechos oierpms. Pero en las ciencias morales,
donde cada inferencia es deducida de la que leeggesolo de manera probable, sin
importar qué tan probables puedan ser estas dedscla posibilidad de error aumenta
con su namero y al final sobrepasa la posibilidadvdrdad en las consecuencias muy

remotas del principio.

Cuarto principia Cuando dos eventos dependen uno del otro, laapilatad del
evento compuesto es el producto de la probabilighgrimer evento y la probabilidad de
gue, habiendo ocurrido este evento, ocurrir alrsgg Asi, en el caso anterior de las tres

urnas A, B, C de las cuales dos contienen sélosboli@ncas y una contiene sélo bolas
- 2
negras, la probabilidad de sacar una bola blanda dena C es, ya que, de las tres urnas,

s6lo dos contienen bolas de tal color. Pero culiladgido sacada una bola blanca de la urna
C, la indecision relativa a aquella de las urnas gontiene solamente bolas negras se

extiende exclusivamente a las urnas A y B; la duioiad de sacar una bola blanca de la
1 1 1 e
urna B es;, y entonces el producto céeporz, 0z, es la probabilidad de sacar dos bolas

blancas al mismo tiempo de las urnas B y C.

Por este ejemplo vemos la influencia de eventgadus sobre la probabilidad de

eventos futuros. Pues la probabilidad de sacar hola blanca de la urna B, que
.. 2 1 .

originalmente es, se vuelvei cuando ha sido sacada una bola blanca de la urya C

cambiaria a certeza si de la misma urna hubiese smtada una bola negra.

Determinaremos esta influencia por medio del sigei@rincipio, que es un corolario del

anterior.

Quinto principia Si calculamosa priori la probabilidad del evento ocurrido y la
probabilidad de un evento compuesto de aquél yrdeegundo [evento] esperado, la
segunda probabilidad dividida por la primera sergiobabilidad del evento esperado,

sacada del evento observado.
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Aqui se presenta la cuestion planteada por algit@fos concerniente a la
influencia del pasado sobre la probabilidad delrfut Supongamos, en el juego de caras y
cruces, que la cara ha salido con mas frecuen@dagoruz. Por este solo hecho seremos
llevados a creer que en la constitucion de la matey una causa secreta que lo favorece.
Asi, en la conduccion de la vida la felicidad cang es una prueba de aptitud que deberia
inducirnos a emplear preferiblemente a personasefelPero si por la falta de fiabilidad de
las circunstancias nos vemos constantemente llsvadm estado de indecision absoluta,
si, por ejemplo, cambiamos de moneda en cadaniel giego de caras y cruces, el pasado

no puede arrojar luz sobre el futuro, y seria alistomarlo en cuenta.

Sexto principio Cada una de las causas a las cuales puede ragilun evento
observado esté indicada con tanta verosimilitudaccbaya probabilidad de que el evento
tendrd lugar, suponiendo que éste es constanteprbbabilidad de existencia de
cualesquiera de estas causas es pues una fracgiomuomerador es la probabilidad del
evento resultante de esta causa y cuyo denomiregida suma de las probabilidades
similares relativas a todas las causas; si est@ssds causas, consideradapriori, son
desigualmente probables, es necesario empleanigam e la probabilidad del evento
resultante de cada causa, el producto de estalplidad por la posibilidad de la propia
causa. Este es el principio fundamental de esta @ehanalisis del azar, que consiste en

pasar de eventos a causas.

Este principio es la razon por la que atribuimgengéos regulares a una causa
particular. Algunos filésofos han pensado que est@ntos son menos posibles que otros y
que, en el juego de caras y cruces, por ejemptmrdinacion en la que la cara sale veinte
veces sucesivas es menos facil en su naturalezagquetlas en las que las caras y las
cruces estan mezcladas irregularmente. Pero est®mopupone que los eventos pasados
tienen una influencia sobre la posibilidad de ewertituros, lo que no es admisible en
absoluto. Las combinaciones regulares ocurren ra@smente sOlo porque son menos
numerosas. Si buscamos una causa dondequiera qcibirpes simetria, no es que
consideremos un evento simétrico como menos pogilddos demas, sino que, como este
evento debe ser el efecto de una causa reguldrazale la primera de estas suposiciones

es mas probable que la segunda. Sobre una mesa latrag arregladas en este orden:
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Constantinopla juzgamos que este arreglo no es resultadozde) g no porque

sea menos posible que los otros, pues si estarpalalfuese empleada en ningun lenguaje
no esperariamos que viniese de alguna causa partisino porque, estando esta palabra
en uso entre nosotros, es incomparablemente mamlpeo que alguna persona haya

arreglado asi estas letras a que este arregldbaeatiazar.

Este es el lugar para definir la palatldraordinaria En nuestro pensamiento
arreglamos todos los eventos posibles en variaseglay consideramos como
extraordinariasaquellas clases que incluyen un nimero muy pequsipen el juego de
caras y cruces, la ocurrencia de caras cien vewmesigas nos parece extraordinaria por el
namero casi infinito de combinaciones que puedemrimcen cien tiradas, y si dividimos
las combinaciones en series regulares conteniemadwden facilmente comprensible, y en
series irregulares, las Ultimas son incomparabléeeras numerosas. Sacar de una urna
una bola blanca de entre millones de bolas, todais de este color menos una, nos
pareceria igualmente extraordinario, porque formamsmamente dos clases de eventos
relativos a los dos colores. Pero sacar el nUm@é&813, por ejemplo, de una urna que
contiene un millbn de ndmeros nos parece un everdaario, porque, comparando
individualmente los nimeros entre si sin dividifwsclases, no tenemos razon para creer

gue uno de ellos aparecera mas temprano que s otr

De lo anterior debemos concluir que, por lo gdnenatre mas extraordinario el
evento, mayor la necesidad de que esté sustentagouebas soélidas. Para aquellos que
dan fe, siendo capaces de engafiar o de haberrgidéazlos, estas dos causas son mucho
mas probables a medida que la realidad del evestanenor. Veremos esto mas

particularmente cuando hablemos de la probabilithdestimonio.

Séptimo principioLa probabilidad de un evento futuro es la sumbslgroductos
de la probabilidad de cada causa, sacada del eaba&wvado, por la probabilidad de que,
esta causa existiendo, ocurrird el evento futuro.ejEmplo que sigue ilustrara este

principio.

Imaginemos una urna que contiene sélo dos badas gna de las cuales puede ser

blanca o negra. Se saca una de estas bolas ysel@anelta en la urna antes de proceder a
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una nueva extraccion. Supongamos que en las psnuErs extracciones se han sacado
bolas blancas; se requiere la probabilidad de satcarvez una bola blanca en la tercera

extraccion.

Aqui solamente pueden hacerse dos hipotesis:noupia de las bolas es blanca y la

otra negra, o bien ambas son blancas. En la pritniptdesis la probabilidad del evento

1 . . .. .
observado es yes unidad o certeza en la segunda. Asi, aidenas estas hipétesis como

tantas causas, tendremos, segun el sexto princﬁoioy, % como sus respectivas
probabilidades. Pero si ocurre la primera hipotdsiprobabilidad de sacar una bola blanca
en la tercera extraccion ésy es igual a certeza en la segunda hipétesistipMchndo
entonces las Ultimas probabilidades por aquelldasibipétesis correspondientes, la suma

9 2 .-
de los productos, g, sera la probabilidad de sacar una bola blancdaetercera

extraccion.

Cuando la probabilidad de un Gnico evento es daemigda, podemos suponerla
igual a cualquier valor desde cero hasta la unitdadprobabilidad de cada una de estas
hipétesis, sacadas del evento observado, es, psex¢éb principio, una fraccién cuyo
numerador es la probabilidad del evento en estitdss y cuyo denominador es la suma
de las probabilidades similares relativas a todasipotesis. Asi, la probabilidad de que la
posibilidad del evento esté comprendida dentro idetos limites es la suma de las
fracciones comprendidas dentro de estos limitesratsi multiplicamos cada fraccién por
la probabilidad del evento futuro, determinado a&hipotesis correspondiente, la suma de
los productos relativos a todas las hipétesis sEmael séptimo principio, la probabilidad
del evento futuro sacado del evento observadosEgque encontramos que de un evento
habiendo ocurrido sucesivamente cualquier nUmengedes, la probabilidad de que ocurra
de nuevo la siguiente vez es igual a este nUmere@ado por la unidad dividido por el
mismo numero aumentado por dos unidades. Ponienédpdca mas antigua de la historia
hace cinco mil afios, o hace 1826213 dias, y habiehdol salido constantemente en el
intervalo en cada revolucion de veinticuatro hoesspuna apuesta de 1826214 a uno que

saldra otra vez mafiana. Pero este numero es incabigp@aente mayor para quien,
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reconociendo en la totalidad de los fenomenos iecipio regulador de los dias y las

estaciones, ve que en el momento actual nada pleteleer su curso.

En su Aritmética Politica Buffon calcula de manera distinta la probabilidad
anterior. Supone que difiere de la unidad soloymar fraccion cuyo numerador es la unidad
y cuyo denominador es el nimero 2 elevado a urenpiatigual al nimero de dias que han
transcurrido desde la época. Pero la verdaderaafderrelacionar eventos pasados con la

probabilidad de causas y de eventos futuros ld@seonocida a este ilustre autor.
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CAPITULO IV
ACERCA DE LA ESPERANZA

La probabilidad de eventos sirve para determinagsigeranza o el temor de las
personas interesadas en su existencia. La patapexranzdiene diversas acepciones; por
lo general, expresa la ventaja de aquel que especéerto beneficio en suposiciones que
son solamente probables. Esta ventaja, en la tel@lisazar, es producto de la suma
esperada por la probabilidad de obtenerla; esfasuarcial que debe resultar cuando no
deseamos correr los riesgos del evento al supareetagdivision es hecha proporcional a
las probabilidades. Esta divisiébn es la Unica etjud cuando son eliminadas todas las
circunstancias extrafias, porque un grado igualrdeapilidad da un igual derecho a la

suma esperada. A esta ventaja la llamarezapsranza matematica

Octavo principio Cuando la ventaja depende de varios eventod)teme al tomar
la suma de los productos de la probabilidad de eagato por el beneficio ligado a su

ocurrencia.

Apliguemos este principio a algunos ejemplos. 8gpmos que, en el juego de

caras y cruces, Pablo recibe dos francos si saeaerael primer lanzamiento y cinco

francos si la saca solo en el segundo. Multiplicadds francos por la probabilidédjel

primer caso, y cinco francos por la probabilidiaaﬂel segundo caso, la suma de los

productos, o dos francos y un cuarto, sera la jeed@&Pablo. Es la suma que debe dar por
adelantado a aquel que le ha dado esta ventajg, para mantener la igualdad del juego, el
lanzamiento debe ser igual a la ventaja que procura

Si Pablo recibe dos francos por sacar cara eriréplanzamiento y cinco francos

por sacarla en el segundo, independientementeldesaté o no en el primer lanzamiento,

. 1 . . T .,
S|end05 la probabilidad de sacar cara en el segundo laepam la multiplicacion de dos

. 1 , .
francos y cinco francos per la suma de estos productos, dara tres francosdyonpara la

ventaja de Pablo, y consecuentemente para su aparest juego.
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Noveno principioEn una serie de eventos probables de los cuatessproducen un
beneficio y otros una pérdida, tendremos la vergagresulta de ella al hacer una suma de
los productos de la probabilidad de cada eventoréble por el beneficio que procura, y al
sustraer de esta suma la de los productos de balptolad de cada evento desfavorable
por la pérdida que se le adjunta. Si la segundasstmayor que la primera, el beneficio

se vuelve pérdida y la esperanza miedo.

En consecuencia, en la conduccién de la vida sendgbemos hacer que el
producto del beneficio esperado por su probabilskadal menos igual al producto similar
relativo a la pérdida. Pero para conseguir estomezesario apreciar exactamente las
ventajas, las pérdidas, y sus respectivas protabidis. Para esto es necesario una gran
precision mental, un juicio delicado, y una grapegiencia en los asuntos [relacionados];
es necesario saber como guardarse de los prejuiigidas ilusiones de temor o esperanza,
y de las ideas erroneas, ideas de fortuna y falic@bn las que la mayoria de las personas

alimentan su egoismo.

La aplicacion de los principios anteriores a Gugnte cuestion ha ocupado mucho
a los geometras. Pablo juega caras y cruces coonidicion de recibir dos francos si saca
cara en el primer lanzamiento, cuatro francos salea solo en el segundo lanzamiento,
ocho francos si la saca so6lo en el tercero, yuasissvamente. Su apuesta en el juego debe
ser, de acuerdo con el octavo principio, igualiehero de lanzamientos, de manera tal que
si el juego es infinito, la apuesta debe ser itdinSin embargo, ningin hombre razonable
desearia arriesgar en este juego siquiera una feecuena, digamos cinco francos. ¢De
donde viene esta diferencia entre el resultadedeutlo y la indicacion del sentido comun?
Inmediatamente reconocemos que equivale a esteerija moral que nos procura un
beneficio no es proporcional a este beneficio ya depende de miles de circunstancias, a
menudo muy dificiles de definir, pero de las cudédemas general e importante es la de la

fortuna.

En efecto, es evidente que un franco tiene mudnmmnvalor para quien posee sélo
unos miles que para quien posee millones. Entoanesl beneficio esperado debemos
distinguir entre su valor absoluto y su valor liglatPero este ultimo esta regulado por los

motivos que lo hacen deseable, mientras que elepsires independiente de ellos. No
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puede ofrecerse el principio general para aprexsge valor relativo, pero aqui hay uno

propuesto por Daniel Bernoulli que servira para mesacasos.

Décimo principio El valor relativo de una suma infinitamente pdgues igual a su
valor absoluto dividido entre el beneficio total ldepersona interesada. Esto supone que
qguienquiera tiene un cierto beneficio cuyo valonca puede estimarse como cero. En
efecto, incluso aquel que no posee nada siempral gaoducto de su trabajo y a sus

esperanzas un valor al menos igual al que es aaswute necesario para sostenerlo.

Si aplicamos el andlisis al principio recién pregto, obtenemos la siguiente regla:
designemos por la unidad la parte de la fortunandiedividuo, independientemente de sus
expectativas. Si determinamos los distintos valqresesta fortuna puede tener por virtud
de estas expectativas y sus probabilidades, eluptodde estos valores elevado
respectivamente a las potencias indicadas por relslplidades sera la fortuna fisica que
procuraria al individuo la misma ventaja moral geebe de la parte de su fortuna tomada
como unidad y de sus expectativas; al sustraenittad del producto, la diferencia sera el
aumento de la fortuna fisica debida a las expeetatilamaremogsperanza morah este
incremento. Es facil ver que coincide con la espmamatematica cuando la fortuna
tomada como unidad se vuelve infinita con respectas variaciones que recibe de las
expectativas. Pero cuando estas variaciones sopanteaapreciable de esta unidad, las dos

esperanzas pueden diferir muy materialmente elta® e

Esta regla nos lleva a resultados conformes coimtiicaciones del sentido comun
gue por estos medios pueden apreciarse con algatited. Asi, en la cuestion anterior,
encontramos que si la fortuna de Pablo es de duesidrancos, razonablemente no debe
apostar mas de nueve francos. La misma regla nmuduce a distribuir el peligro sobre
varias partes de un beneficio esperado en lugaxpener todo el beneficio a este peligro.
Similarmente resulta que, en el juego mas justopdedida siempre es mayor que la
ganancia. Supongamos, por ejemplo, que un jugadoruna fortuna de cien francos
arriesga cincuenta en el juego de caras y cruasgueés de su apuesta en el juego, su
fortuna se reducird a ochenta y siete francos,essteu Ultima suma le procurard la misma
ventaja moral que el estado de su fortuna despeda @puesta. Entonces el juego es

desventajoso incluso en el caso en el que la apwest igual al producto de la suma

18



esperada por su probabilidad. Desde esto podemgarjla inmoralidad de los juegos en
los que la suma esperada esta por debajo de estiecpy. Unicamente subsisten por falsos
razonamientos y por la codicia que despiertan gyatido a la gente a sacrificar sus
recursos necesarios en esperanzas quimeéricas denspgobabilidad no son conscientes,
son la fuente de una infinidad de males.

Esta desventaja de los juegos de azar, la vedéajao exponer al mismo peligro
todo el beneficio esperado y todos los resultado#ases indicados por el sentido comun,
subsiste sea cual sea la funcién de la fortuneafigue expresa, para cada individuo, su
fortuna moral. Es suficiente con que la propor@éhaumento de esta funcién al aumento

de la fortuna fisica disminuya en la medida ene&gia Ultima aumenta.
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CAPITULO V
ACERCA DEL METODO ANALITICO DEL

CALCULO DE PROBABILIDADES

La aplicacion del principio recién expuesto a ldseidas cuestiones de la
probabilidad requiere métodos cuya investigaciéulddo lugar a otros varios métodos de

analisis y, especialmente, a la teoria de combinasiy al célculo de diferencias finitas.

Si formamos el producto de los binomios, la unidas la primera letra, la unidad
mas la segunda letra, la unidad mas la tercera, lgtasi sucesivamente hastéetras, y
sustraemos la unidad de este producto desarrol@doesultado serd la suma de la
combinacién de todas estas letras tomadas unanppdas por dos, tres por tres, etc., cada
combinaciéon teniendo la unidad como un coeficierBara tener el numero de
combinaciones de estadetras tomadaspors veces, debemos observar que, si suponemos
gue estas letras son iguales entre si, el produntéior se volvera lanésimgotencia del
binomio uno mas la primera letra; asi, el nUmeream®binaciones da letras tomadas
por s veces sera el coeficiente deslaotencia de la primera letra en el desarrollo #e e

binomio, y este nimero se obtiene por medio déela donocida férmula binomial.

Debe prestarse atencion a las respectivas sinexiale las letras en cada
combinacién, observando que, si se une una sedeindan la primera, puede ponerse en la
primera o segunda posicion, lo que da dos comlmnasi Si a estas combinaciones unimos
una tercera letra, en cada combinacion podemos dhagrimero, el segundo, y el tercer
rango, lo que forma tres combinaciones relativeada una de las otras dos, y en total seis
combinaciones. De esto es facil concluir que el endnde arreglos de los cuales son
susceptibles letras es el producto de los niumeros desde laadrtidstas. Para prestar
atencion a las respectivas posiciones de las letsasiecesario multiplicar, por este
producto, el nimero de combinacionesdetrass por s veces, lo que equivale a quitar el

denominador del coeficiente del binomio que expesta numero.

Imaginemos una loteria compuesta ponumeros de los cualesson sacados en

cada sorteo. Se requiere la probabilidad de sagameros dados en un sorteo. Para llegar
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a esto formemos una fraccién cuyo denominadoredardamero de todos los casos posibles
o de las combinaciones ddetras tomadas porr veces, y cuyo numerador sera el nimero
de todas las combinaciones que contienenslogimeros dados. Esta fraccion sera la
probabilidad requerida, y facilmente encontraremos puede reducirse a una fraccion
cuyo numerador es el nimero de combinaciones mi#meros tomados por s veces, y
cuyo denominador es el numero de combinacionas miemeros tomados similarmerge

por s veces. Asi, en la loteria de Francia, formada cemsabe por 90 niumeros de los

. . . ., 5
cuales se sacan cinco en cada sorteo, la prolmabiiel sacar una combinacion dadga&s

1 P . . . .
= Y entonces la loteria debe, en aras de la igdadigh juego, dar dieciocho veces la

apuesta. El nUmero total de combinaciones dos godd los 90 nimeros es 4005, y el de

las combinaciones dos por dos de 5 numeros esalfxdbabilidad de sacar un par dado es
1 , , . . ,
entonces_—, y la loteria deberia dar cuatrocientas y un medaes la apuesta; deberia de

darla 11748 veces para un trio, 511038 para uremato, y 43949268 veces para un

quinteto. La loteria esta lejos de ofrecer al jugastas ventajas.

Supongamos que en una urna adplas blancas i bolas negras, y que después
de haber sacado una bola, ésta es puesta de nukvar@a; se requiere la probabilidad de
gue, em numero de saques, se saqueholas blancas ¥ — m bolas negras. Es claro que
el numero de casos que pueden ocurrir en cada swe- b. Siendo cada caso del
segundo saque capaz de combinarse con todos los dalsprimero, el nimero de casos
posibles en dos saques es el cuadrado del binorib. En el desarrollo de este cuadrado,
el cuadrado dex expresa el nUmero de casos en los que una balaabks sacada dos
veces, y el doble producto depor b expresa el nimero de casos en los que se sacan una
bola blanca y una bola negra. Finalmente, el caaddzb expresa el nimero de casos en
los que se sacan dos bolas negras. Continuandstaléema, vemos que por lo general la
enésimapotencia del binomia + b expresa el nimero de todos los casos posibles en
saques, y que en el desarrollo de esta potentéangino multiplicado por Ian potencia de
a expresa el numero de casos en los que puederssataplas blancas y — m bolas
negras. Entonces, dividiendo este término entra gotencia del binomio, tendremos la
probabilidad de sacan bolas blancas y — m bolas negras. Siendo la proporcién de los

namerosa y a + b la probabilidad de sacar una bola blanca en unesag siendo la
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proporcion de los niumerdsy a + b la probabilidad de sacar una bola negra, si llaosgm

y g a estas probabilidades, la probabilidad de sachplas blancas en saques sera el
término multiplicado por lan potencia dep en el desarrollo de lanésimapotencia del
binomio p + q; podemos ver que la surmpat q es la unidad. Esta notable propiedad del
binomio resulta muy util en la teoria de las proldddes. Pero el método mas general y
directo de resolver cuestiones de probabilidadistenen hacerlas depender de ecuaciones
de diferencias. Comparando las sucesivas condgia® la funcion que expresa la
probabilidad cuando aumentamos las variables porespectivas diferencias, la cuestion
propuesta a menudo proporciona una proporcion rimagls entre las condiciones. Esta
proporcion es lo que se conoce copmiacion de diferenciales ordinarias o parciales
ordinarias cuando hay solo una variable, parcialegndo hay varias. Consideremos

algunos ejemplos de esto.

Tres jugadores con una supuesta igual habilidatyaju bajo las siguientes
condiciones: que uno de los primeros dos jugadqpegerrota a su adversario juega con el
tercero, y si lo derrota el juego se acaba. Sieesothdo, el ganador juega en contra del
segundo hasta que uno de los jugadores haya dirrodasecutivamente a los otros dos, lo
gue finaliza el juego. Se requiere la probabilidadjue el juego acabe en un cierto nUmero
n de jugadas. Encontremos la probabilidad de qumeirter precisamente en kEnésima
jugada. Para ello, el jugador que gana debe esitjaego en la jugada — 1 y ganar en la
siguiente jugada. Pero si en lugar de ganar ladpga- 1 es derrotado por el adversario
gue recién vencio al otro jugador, el juego termiman esta jugada. Asi, la probabilidad de
gue uno de los jugadores entre al juego en la pgad1 y gane es igual a la probabilidad
de que el juego termine precisamente con esta ilgadomo este jugador debe ganar la
siguiente jugada para que el juego pueda termiméa enésimgugada, la probabilidad de
este Ultimo caso sera solo la mitad del anterista Pprobabilidad es evidentemente una
funcion del numeram, y ésta es entonces igual a la mitad de la mismeidn cuandm es
disminuido por la unidad. Esta igualdad forma uma afjuellas ecuaciones llamadas

ecuaciones diferenciales finitas ordinarias

Con su uso, podemos determinar facilmente la jpibthad de que el juego termine

precisamente en una determinada jugada. Es evidartel juego no puede terminar mas
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pronto que en la segunda jugada, y por esto essamzeque el primero de los dos

jugadores que ha derrotado a su adversario degrola segunda jugada al tercer jugador;

-_ . . 1 .
la probabilidad de que el juego termine en estacjages;. Entonces, en virtud de la
., . . . ™ . . 1
ecuacion anterior, concluimos que las sucesivabapitidades del final del juego sen
. 1 . , . 1
para la tercera Jugadéa,para la cuarta jugada, y asi sucesivamente; w@epelevado a

la potencian — 1 para laenésimajugada. La suma de todas estas potencia%s ee la

unidad menos la Ultima de estas potencias; eolzapilidad de que el juego termine a mas
tardar em jugadas.

Consideremos de nuevo el primer problema masidigéate, que puede resolverse
por probabilidades y que Pascal propuso a Fernuatjigjadores de igual habilidad, A 'y B,
juegan bajo las condiciones de que el primero guete al otro un nimero dado de veces
gane el juego y se quede con la suma de las apuéstgpués de algunos tiros, los
jugadores acuerdan abandonar sin haber termingdega, y preguntamos de qué manera
debe dividirse la suma. Es evidente que las pdebsen ser proporcionales a las respectivas
probabilidades de ganar el juego. La cuestion, neetsy se reduce a determinar estas
probabilidades. Dependen, claramente, del nimerpudés que le falta a cada jugador
para alcanzar el nimero dado. Por lo tanto, laghitidad de A es una funcion de los dos
nameros que llamaremdadices Si los dos jugadores acuerdan hacer un tiro mas (
acuerdo que no cambia su condicidon siempre queuélsgte este nuevo tiro la division se
haga proporcionalmente a las nuevas probabilidddegnar el juego), entonces, o bien A
ganaria este tiro y en tal caso el nUmero de puntede faltan disminuiria por una unidad,

o bien ganaria el jugador B y en tal caso el nirderpuntos que le faltan a este jugador
seria menor por una unidad. Pero la probabilidaccatta uno de estos casos%esy

entonces la funcion buscada es igual a un medest@efuncion en la que disminuimos por
una unidad al primer indice mas la mitad de la raifincion en la que la segunda variable
es disminuida por una unidad. Esta igualdad es denaquellas ecuaciones llamadas
ecuaciones de diferenciales parciales

Con su uso podemos determinar las probabilidaees a dividir los nUmeros mas

pequefios, y al observar que la probabilidad o haifun que expresa es igual a la unidad
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cuando al jugador A no le falta un solo punto, antlo el primer indice es cero, y que esta

funcion se vuelve cero con el segundo indice. Sggmios, pues, que al jugador A le falta

un solo punto; encontramos que su probabilidatzlal,%sg, etc., dependiendo de si a B le

falta un punto, dos, tres, etc. Entonces es generdé la unidad menos la potencia%de
igual al nimero de puntos que le faltan a B. Supands entonces que al jugador A le
faltan dos puntos, y su probabilidad sera igLia,I%a% etc., dependiendo de si a B le falta

un punto, dos puntos, tres puntos, etc. Supondretnr@sez que al jugador A le faltan tres

puntos, y asi sucesivamente.

Este modo de obtener los valores sucesivos decanadad por medio de su
ecuacion de diferencias es largo y laborioso. Lednetras han buscado métodos para
obtener la funcion general de indices que satiséstm ecuacion, de manera tal que para
cualquier caso particular solo necesitemos sustien esta funcion los valores
correspondientes de los indices. Consideremos testa de forma general. Para este
propésito concibamos una serie de términos arreglado largo de una linea horizontal de
manera tal que cada uno de ellos derive del anteléoacuerdo con una ley dada.
Supongamos que esta ley estd expresada por unziGruentre varios términos
consecutivos y su indice o el nimero que indiceaeyo que ocupan en la serie. A esta
ecuacion la llamacuacién de diferencias finitas por un unico indigéeorden o el grado
de esta ecuacién es la diferencia de rango de @sigédminos extremos. Con su uso
podemos determinar sucesivamente los términos deria y continuar indefinidamente,
pero para ello es necesario conocer un numerorghéntgs de la serie igual al grado de la
ecuacion. Estos términos son las constantes arbitrde la expresion del término general

de la serie o de la integral de la ecuacién deatifdas.

Imaginemos ahora, por debajo de los términos derla anterior, una segunda serie
de términos arreglados horizontalmente, y una véag, mpor debajo de los términos de la
segunda serie, una tercera serie horizontal, yasta el infinito, y supongamos que los
términos de todas estas series estan conectadosnpoecuacién general entre varios

términos consecutivos, tomados tantas veces engtls horizontal como en el vertical, y
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los nimeros que indican su rango en los dos sentitkia ecuacion es llamaglzuacion de

diferencias finitas parciales por dos indices

Imaginemos del mismo modo, por debajo del plandadeseries anteriores, un
segundo plano de series similares, cuyos términaosde ponerse respectivamente debajo
de aquellos del primer plano; imaginemos, de nuendercer plano de series similares por
debajo del segundo, y asi hasta el infinito. Suporas que todos los términos de estas
series estan conectados por una ecuacion entas\t@rminos consecutivos tomados en el
sentido de longitud, anchura, y profundidad, yttes nimeros que indican su rango en
estos tres sentidos. A esta ecuacion la llaewacion de diferencias finitas parciales por

tres indices

Finalmente, considerando la cuestidn abstractandependientemente de las
dimensiones del espacio, imaginemos un sistemaagaitndes que deben ser funciones de
un cierto niumero de indices, y supongamos entas esagnitudes sus diferencias relativas
a estos indices y los propios indices, tantas @meg como haya magnitudes; estas

ecuaciones seran diferencias finitas parcialesipaierto nimero de indices.

Con su uso podemos determinar sucesivamente resi@situdes. Pero del mismo
modo que la ecuacion por un Unico indice requiee @pnozcamos un cierto numero de
términos de la serie, asi la ecuacion por dos ésdiequiere que conozcamos una o varias
lineas de series cuyos términos generales debaxgersados, cada uno, por una funcion
arbitraria de uno de los indices. Similarmentegdaacion por tres indices requiere que
conozcamos uno o varios planos de series cuyosnt@srgenerales deban ser expresados,
cada uno, por una funcion arbitraria de dos ingigessi sucesivamente. En todos estos
casos podremos determinar, por eliminaciones staggin cierto término de la serie. Pero
estando comprendidas en el mismo sistema de eoeaciodas las ecuaciones de entre las
cuales eliminamos, todas las expresiones de losinés sucesivos que obtenemos por
estas eliminaciones deben estar comprendidas eexpnesion general, una funcién de los
indices que determinan el rango del término. Bgbaesion es la integral de la ecuacion de

diferencias propuesta, y su busqueda es el obgtwéttulo integral.
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Taylor ha sido el primero en considerar, en sbajmaMetodus incrementorum
ecuaciones lineales de diferencias finitas. Exmdmeodo de integrar aquellas [ecuaciones]
de primer orden con un coeficiente y un ultimo i@éonfunciones del indice. En realidad,
las relaciones de los términos de las progresiarigseética y geomeétrica que siempre han
sido consideradas son los casos mas simples dei@ues de diferencias lineales, pero no
han sido consideradas desde este punto de vistaurkude ellos el que, adhiriéendose a

teorias generales, condujo a estas teorias, wptar $on verdaderos descubrimientos.

Casi al mismo tiempo, Moivre estaba considerarzo el nombre de series
recurrentes, las ecuaciones de diferencias fid#asn cierto orden teniendo un coeficiente
constante. Consigui6 integrarlas de un modo bastagenioso. Ya que siempre resulta
interesante seguir el progreso de los inventorsgmreldré el método de Moivre aplicAndolo
a una serie recurrente cuya relacion entre tresinés consecutivos estd dada. Primero
considera la relacién entre los términos consegsitide una progresion geomeétrica o la
ecuacion de dos términos que la expresa. Refirlaraltérminos menores que la unidad, la
multiplica en este estado por un factor constantgugtrae el producto de la primera
ecuacion. Asi obtiene una ecuacion entre tres mé@snconsecutivos de la progresion
geométrica. Después, Moivre considera una segumdgrgsion cuya proporcion de
términos es el mismo factor que recién ha utilizag® modo similar, disminuye por una
unidad el indice de los términos de la ecuaciéastie nueva progresion. En esta condicion
la multiplica por la proporcion de los términos kdeprimera progresion, y sustrae el
producto de la ecuacion de la segunda progres@rque le da, entre tres términos
consecutivos de esta progresion, una relacion aierpente similar a aquella que habia
encontrado para la primera progresion. Despuésnagbspie, si uno afiade término por
término las dos progresiones, existe la misma podfo entre cualesquiera tres de estos
términos consecutivos. Compara los coeficientegesta proporcion con aquellos de la
relacién de los términos de la serie recurrent@ymsta y encuentra, para determinar las
proporciones de las dos progresiones geométriceseauacion de segundo grado cuyas
raices son estas proporciones. Asi, Moivre descompa serie recurrente en dos
progresiones geométricas, cada una multiplicada ys@ constante arbitraria que él
determina por medio de los dos primeros términotadserie recurrente. Este ingenioso

proceso es, en efecto, el que desde entonceslizaddid’Alembert para la integracion de
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ecuaciones lineales de diferencias infinitamentgupBas con coeficientes constantes, y

gue Lagrange ha transformado en ecuaciones sisdigrdiferencias finitas.

Por ultimo, he considerado las ecuaciones linedd¢ediferencias finitas parciales
primero bajo el nombre de seriezurro-recurrentes/ después bajo su propio nombre. La
manera mas general y simple de integrar todas esteiones me parece que es aquella
gue he basado sobre la consideracion de funcideesndnantes, cuya idea esta ofrecida

aqui.

Si concebimos una funciov de una variablé desarrollada de acuerdo con las
potencias de esta variable, el coeficiente de cielg de estas potencias sera una funcion
del exponente o indice de esta potencia, cuyodnidimaréx. V es lo que llamo la funcién

discriminante de este coeficiente o de la funciénimdice.

Ahora, si multiplicamos la serie del desarrollo\d@or una funcién de la misma
variable, como, por ejemplo, la unidad mas dos y&sta variable, el producto serd una
nueva funcion discriminante en la que el coefigeme la potencia de la variabld sera
igual al coeficiente de la misma potencia\emas dos veces el coeficiente de la potencia
menos la unidad. Asi, la funcion del indiceen el producto sera igual a la funcidén del
indice x enV mas dos veces la misma funcion en la que el inelicdisminuido por la
unidad. Esta funcion del indicees, pues, una derivada de la funcion del mismiczéneh
el desarrollo d&/, una funcidn que llamaré fancién primitivadel indice. Designemos a la
funcion derivada con la let@ puesta antes de la funcion primitiva. La derigndndicada
por esta letra dependera del multiplicadorMleque llamaremod, y que supondremos
desarrollado com¥ por la proporcion de las potencias de la variatds multiplicamos de
nuevo pofT el producto d& porT, lo que equivale a multiplicaf por T2, formaremos una
tercera funcion discriminante en la que el coefii@ale lax potencia dé sera una derivada
similar al coeficiente correspondiente del prodwstterior; puede expresarse por el mismo
caracterd puesto antes de la derivada anterior, y entonstes aaracter se escribira dos
veces antes de la funcion primitivaxdéero en lugar de escribirlo dos veces, le darémos

como exponente.
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Continuando del mismo modo, vemos que, si muipliosV por la enésima
potencia deT, tendremos el coeficiente de xgpotencia dd en el producto d& por la
enésimapotencia deT al poner antes de la funcién primitiva el cardéeton n como

exponente.

Supongamos, por ejemplo, qliees la unidad dividida entre Entonces en el
producto deV por T el coeficiente de la potencia dd sera el coeficiente de la potencia
mayor por una unidad ey este coeficiente en el productod@or laenésimgpotencia de

T sera entonces la funcion primitiva en la guweimenta pon unidades.

Consideremos ahora una nueva funddtet, desarrollada comd y T de acuerdo
con las potencias de Designemos con el caracterpuesto antes de la funcion primitiva,
al coeficiente de la potencia de¢ en el producto d¥ porZ; este coeficiente en el producto
de V por la enésimapotencia deZ serd expresado por el caracterafectado por el

exponentan y puesto antes de la funcion primitivaxde

Si, por ejemploZ es igual a la unidad dividida entrenenos uno, el coeficiente de
la x potencia de en el producto d¥ por Z sera el coeficiente de fa+ 1 potencia de enV
menos el coeficiente de ¥gpotencia. Sera, pues, la diferencia finita dautecion primitiva
del indicex. Entonces el caractérindica una diferencia finita de la funcion primdien el
caso donde el indice varia por unidad, gi@simapotencia de este caracter puesto antes
de la funcién primitiva indicara lanésimadiferencia finita de esta funcién. Si suponemos
queT es la unidad dividida enttetendremos qué es igual al binomi& + 1. El producto
de V por laenésimapotencia deT sera entonces igual al producto \deor laenésima
potencia del binomid + 1. Desarrollando esta potencia en la proporcidradgbtencias
de Z, el producto deV por los varios términos de este desarrollo sesafuaciones
discriminantes de estos mismos términos en lossqagtuimos, en lugar de las potencias

deZ, las correspondientes diferencias finitas de maifun primitiva del indice.

Ahora, el producto d¥ por laenésimgootencia der es la funcidn primitiva en la
gue el indicex aumenta porn unidades; volviendo a pasar desde las funciones
discriminantes a sus coeficientes, tendremos quzefescion primitiva asi aumentada es

igual al desarrollo de leanésimgpotencia del binomid + 1, siempre que en este desarrollo
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sustituyamos, en lugar de las potenciagdas correspondientes diferencias de la funcion
primitiva y que multipliguemos el término indepegnlie de estas potencias por la funcién
primitiva. Obtendremos asi la funcidén primitiva ouydice aumenta por cualquier nUmero

n por medio de sus diferencias.

Suponiendo qud y Z siempre tienen los valores anteriores, tendrenuesZoes
igual al binomiaol' — 1; el producto d& por laenésimgotencia d& sera entonces igual al
producto deV por el desarrollo de lanésimapotencia del binomid@ — 1. Volviendo a
pasar desde las funciones discriminantes a sugiemeés tal como recién se ha hecho,
tendremos la&nésimadiferencia de la funcién primitiva expresada pbdesarrollo de la
enésimapotencia del binomid — 1, en donde sustituimos, para las potenciad,desta
misma funcion cuyo indice aumenta por el exponeetda potencia, y para el término
independiente dé que es una unidad, la funcidén primitiva, que dta a@iferencia por

medio de los términos consecutivos de esta funcion.

Poniendod antes de la funcion primitiva que expresa la @eldvde esta funcion,
que multiplica la potencia det en el producto d& por T, y A expresando la misma
derivada en el producto dé por Z, por lo anterior llegamos a este resultado general
cualquiera que sea la funcién de la variabtepresentada pdr y Z, en el desarrollo de
todas las ecuaciones idénticas susceptibles asaadas entre estas funciones podemos
sustituir los caracteresy A en lugar del' y Z, siempre que escribamos la funcién primitiva
del indice en serie con las potencias y con lodymios de las potencias de los caracteres, y

gue multipliquemos por esta funcion los téerminatependientes de estos caracteres.

Por medio de este resultado general podemos oramesf cualquier potencia de una
diferencia de la funcion primitiva del indigeen donde varia por unidad, en una serie de
diferencias de la misma funcién en dondearia por un cierto nimero de unidades y
reciprocamente. Supongamos dues la potenciade la unidad dividida entte— 1 y que
Z es siempre la unidad dividida entre- 1; entonces el coeficiente de la potencdet en
el producto deV por T sera el coeficiente de la+ i potencia det en V menos el
coeficiente de la potenciadet; serd, entonces, la diferencia finita de la fungdimitiva
del indicex en donde variamos este indice por el nameks facil ver quéd es igual a la

diferencia entre la potenciadel binomioZ + 1 y la unidad. Laenésimagpotencia deT es
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igual a laenésimgpotencia de esta diferencia. Si en esta igualdstitsimos en lugar d&é

y Z los caracteres y A, y si después del desarrollo ponemos al finalatiadérmino la
funcion primitiva del indice, tendremos l&nésimadiferencia de esta funcion en la que
varia por unidades expresadas por una serie de diferengi@srdisma funcion en la que
varia por unidad. Esta serie es Unicamente unaftramacion de la diferencia que expresa
y que es idéntica a ella; pero es en transformasi@milares donde reside el poder del

analisis.

La generalidad del analisis nos permite supones, gn esta expresiom es
negativo. Entonces las potencias negativag geA indican las integrales. En efecto, la
enésimadiferencia de la funcion primitiva teniendo pondidn discriminante al producto
deV por laenésimgpotencia del binomio uno dividido entrenenos la unidad, la funcién
primitiva que es lanésimaintegral de esta diferencia tiene por funcion rilisinante a
aguella de la misma diferencia multiplicada poetgsimapotencia tomada menor que el
binomio uno dividido entré menos uno, una potencia a la cual correspondeideman
potencia del caractet. Esta potencia indica, entonces, una integralntiemo orden,
variando por unidad el indicge y las potencias negativas deindican igualmente las
integralesx variando pori unidades. Vemos asi, de la manera mas clara ylesit#
racionalidad del analisis observado entre las pasrpositivas y las diferencias y entre las

potencias negativas y las integrales.

Si la funcién indicada pa¥ puesto antes de la funcion primitiva es cero, iemads
una ecuacion de diferencias finitasyysera la funcion discriminante de su integral. Para
obtener esta funcién discriminante debemos notarequel producto d¥ por T todas las
potencias de deben desaparecer, excepto aquellas inferioresdah de la ecuacion de
diferencias; entonceges igual a una fraccion cuyo denominadof gscuyo numerador es
un polinomio en el que la potencia mas alta ds menor por unidad que el orden de la
ecuacion de diferencias. Los coeficientes arbasade las varias potencias tlen este
polinomio, incluyendo la potencia cero, estararedeinados por tantos valores de la
funcion primitiva del indice cuando sucesivameragamos qu& sea igual a cero, a uno, a
dos, etc. Una vez dada la ecuacion de diferendetgrminamosl al poner todos sus

términos en el primer miembro y cero en el seguatisustituir en el primer miembro la
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unidad en lugar de la funcién que tiene el indiées rande; la primera potencia tden
lugar de la funcién primitiva en donde este indésedisminuido por unidad; la segunda
potencia de por la funcion primitiva donde este indice es dmndo por dos unidades, y
asi sucesivamente. El coeficiente dexlpotencia de en el desarrollo de la expresion
anterior deV sera la funcién primitiva d& o la integral de la ecuacion de diferencias
finitas. Para este desarrollo el analisis propoeigarios medios de los cuales podemos
elegir el mas apropiado para la cuestion propuésta; es una ventaja de este método de

integracion.

Concibamos ahora qiésea una funcion de las dos varialilgs’ desarrolladas de
acuerdo con las potencias y los productos de estdables; el coeficiente de cualquier
producto de las potenciag/ X’ det y t’ sera una funcién de los exponentes o indices’
de estas potencias. A esta funcion la llamafénaion primitivade la cuaV es la funcion

discriminante.

MultipliquemosV por una funciorm de las dos variablasy t' desarrollada com¥
en proporcién de las potencias y los productos glasevariables; el producto sera la
funcion discriminante de una derivada de la fungidmitiva. SiT, por ejemplo, es igual a
la variablet mas la variabl¢ menos dos, esta derivada sera la funcion primitevéa cual
disminuimos por unidad al indice mas esta misma funcion primitiva de la cual
disminuimos por unidad al indicé menos dos veces la funcién primitiva. Designando
cualquierT que pueda ser por el caractermpuesto antes de la funcidén primitiva, esta
derivada, el producto dé por laenésimgotencia dd, sera la funcion discriminante de la
derivada de la funcion primitiva antes de la cua pone laenésimapotencia del caracter
é. Por lo tanto, resultan teoremas analogos a axyuglle son relativos a funciones de una

sola variable.

Supongamos que la funcion indicada por el caratteea cero; uno tendra una
ecuacion de diferencias parciales. Si, por ejentpl@omo antes hacemos quieea igual a
la variablet mas la variableg’ — 2, tenemos cero igual a la funcion primitiva de lglc
disminuimos por unidad al indice mas la misma funcion de la cual disminuimos por
unidad al indicex’ menos dos veces la funcion primitiva. La funciscdminanteV de la

funcion primitiva o de la integral de esta ecua@ébe entonces ser tal que su producto por
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T no incluya, en absoluto, los productostgm®rt’. PeroV puede incluir, por separado, las
potencias deéy las det’, esto es, una funcion arbitrariatdguna funcion arbitraria d&; V

es entonces una fraccion cuyo numerador es la sienestas dos funciones arbitrarias y
cuyo denominador €B El coeficiente del producto dexgpotencia de por lax’ potencia
det’ en el desarrollo de esta fraccion sera entonciesdgral de la precedente ecuaciéon de
diferencias parciales. Este método para integitar tgg0 de ecuaciones me parece ser el
mas simple y facil por el empleo de los varios psos analiticos para el desarrollo de
fracciones racionales.

Apenas serian comprendidos detalles mas ampliosstie tema sin ayuda del

calculo.

Considerando ecuaciones de diferencias parcial@sitamente pequefias como
ecuaciones de diferencias parciales finitas emlessnada se omite, podemos arrojar luz
sobre los oscuros puntos de su calculo, que hanteida de grandes discusiones entre los
gedmetras. Es asi que he demostrado la posibitidantroducir funciones discontinuas en
sus integrales, siempre que la discontinuidad téngar sélo para las diferenciales del
orden de estas ecuaciones o de un orden supeo®itrdscendentes resultados del célculo
son, como todas las abstracciones del entendimisigoos generales cuyo verdadero
significado solamente puede averiguarse al repasar,andlisis metafisico, las ideas
elementales que han llevado a ellos. Esto suekepi@ grandes dificultades, porque la
mente humana intenta menos transportarse haaiguebfque retirarse dentro de si misma.
La comparacion de diferencias infinitamente pegse€an diferencias finitas también

puede arrojar mucha luz sobre la metafisica deltalinfinitesimal.

Es facilmente demostrable quectaésimadiferencia finita de una funcion en la que
el incremento de la variable Essiendo dividido por l&nésimgpotencia dée, el cociente
reducido en serie por proporcién a las potencidsndeementoE esta formado por un
primer término independiente @& En la medida qu& disminuye, la serie se aproxima
cada vez mas a este primer término del cual puigelér ddlo por cantidades menores que
cualquier magnitud asignable. Este término es eetoal limite de la serie, y expresa, en el
calculo diferencial, l&nésimaliferencia infinitamente pequefa de la funciondida entre

la enésimapotencia del incremento infinitamente pequefio.
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Considerando las diferencias infinitamente pegsiefissde este punto de vista,
vemos que las diversas operaciones del calculoedifeal equivalen a comparar por
separado, en el desarrollo de expresiones idéntioastérminos finitos o aquellos
independientes de los incrementos de las varialige son consideradas como
infinitamente pequefas; esto es rigurosamente @xatendo indeterminantes estos
incrementos. Asi, el calculo diferencial tiene todaexactitud de otras operaciones
algebraicas.

La misma exactitud se encuentra en las aptoasi del calculo diferencial a la
geometria y la mecanica. Si imaginamos una curvada por una secante en dos puntos
adyacentes, nombrand® al intervalo de las ordenadas de estos dos puBtegra el
incremento de la abscisa desde la primera hastaganda ordenada. Es facil ver que el
correspondiente incremento de la ordenada seréoeélgto deE por la primera ordenada
dividida entre su subsecante; aumentando en esé&ién de la curva la primera ordenada
por este incremento, tendremos la ecuacion relatiaasegunda ordenada. La diferencia de
estas dos ecuaciones sera una tercera ecuaciodepagrollada por la proporcion de las
potencias d& y dividida entreE, tendr& su primer término independienteEdgue sera el
limite de este desarrollo. Este término, igual &.celard entonces el limite de las

subsecantes, un limite que es evidentemente larsydaite.

Este método particularmente feliz para obtensul#angente lo debemos a Fermat,
quien lo extendio a curvas trascendentes. Este ggametra expresa el incremento de la
abscisa con el caractdt, y considerando Unicamente la primera potenciaeste
incremento, determina exactamente — como nosairbademos con el célculo diferencial
— las subtangentes de las curvas, sus puntos l@gidmf, la maximay minimade sus
ordenadas, y en general aquellas [subtangentedhsidunciones racionales. Vemos
igualmente, por su bella solucion del problemaaleefraccion de la luz, insertado en la
Coleccién de correspondencia con Descartgge sabe como extender sus métodos a
funciones irracionales al liberarlos de irraciodatles por la elevacion de las raices a
potencias. Fermat debe ser considerado, entonoe® el verdadero descubridor del
calculo diferencial. Desde entonces, Newton hize e&lculo méas analitico en Metodo

de fluxionesy simplific6 y generalizd los procesos por med® su bello teorema del
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binomio. Finalmente, alrededor del mismo tiempabh& enriquecié al calculo diferencial
con una notacion que, al indicar el paso de lddiailo infinitamente pequefo, afiade, a la
ventaja de expresar los resultados generales ell@dla de ofrecer los primeros valores
aproximados de las diferencias y de las sumassdealatidades; esta notacion esta adaptada

por si misma al calculo de diferenciales parciales.

A menudo llegamos a expresiones que contienengaétminos y factores que las
sustituciones numéricas son impracticables. Est@tlugar en cuestiones de probabilidad
cuando consideramos un gran numero de eventos.trigBetanto, es necesario tener el
valor numérico de las formulas para saber con qubapilidad estan indicados los
resultados que los eventos desarrollan por muépion. Es necesario, en especial, tener la
ley de acuerdo con la cual esta probabilidad secacsontinuamente a la certeza, que
alcanzara finalmente si el nimero de eventos fudisgto. Para obtener esta ley, consideré
gue las integrales definidas de las diferencialefiplicadas por los factores elevados a
grandes potencias darian, por integracion, lasutasncompuestas de un gran nimero de
términos y factores. Esta observacion me llevo @&déa de transformar, en integrales
similares, las complicadas expresiones del anajislas integrales de la ecuacion de
diferencias. Satisfice esta condicion por un métqde da, al mismo tiempo, la funcion
compuesta bajo el signo integral y los limites @éntegracion. Ofrece esta notable cosa:
que la funcion es la misma funcion discriminantelat expresiones y las ecuaciones
propuestas; esto adhiere este método a la teoffiandmnes discriminantes, de la cual es
asi el complemento. Ademas, solo seria cuestiGedieir la integral definida a una serie
gue converja. Esto lo he obtenido por un proces® liace que la serie converja mas
rapidamente a medida que la formula que represg@anas complicada, asi que es mas
exacta a medida que se vuelve mas necesaria. €areficia, la serie tiene por factor a la
raiz cuadrada de la proporcion de la circunfereatidiametro; a veces depende de otros

trascendentes cuyo namero es infinito.

Una observacion importante que pertenece a laggaaralidad del analisis, y que
nos permite extender este método a formulas y acemes de diferencia que la teoria de la
probabilidad presenta muy frecuentemente, es qeeria a la que uno llega al suponer

como reales y positivos los limites de las integgalefinidas tiene lugar igualmente en el
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caso donde la ecuacion que determina estos liméee Unicamente raices negativas o
imaginarias. Estos pasos de lo positivo a lo negatide lo real a lo imaginario, de los
cuales he hecho uso por primera vez, me condugrms valores de muchas integrales
definidas singulares, que concordantemente he deados directamente. Podemos
entonces considerar estos pasos como un medicsdeludtemiento paralelo a la inducciéon y
la analogia, empleadas por mucho tiempo por losngeds, primero con una reserva
extrema y luego con total confianza, ya que suhassido justificado por un gran nimero
de ejemplos. Mientras tanto, siempre es necesanbtirmar con demostraciones directas

los resultados obtenidos por estos diversos medios.

Al conjunto de los métodos anteriores lo he llamadliculo de funciones
discriminantes y sirve de base para el trabajo que he publitego el titulo deTeoria
analitica de las probabilidadesEsta conectado con la simple idea de indicar las
multiplicaciones repetidas de una cantidad porisina o sus potencias enteras y positivas
escribiendo en la parte superior de la letra quexfaesa los nimeros que marcan los

grados de estas potencias.

Esta notacion, empleada por Descartes eGemmetriay generalmente adoptada
desde la publicacion de este importante trabajop@sa cosa, especialmente si la
comparamos con la teoria de curvas y funcioneablas por la cual este gran gedmetra ha
establecido los fundamentos del calculo modernoo BE lenguaje del analisis, el mas
perfecto de todos, siendo en si mismo un podermstoumento de descubrimientos, sus
notaciones, especialmente cuando son necesariagap &lizmente concebidas, son

gérmenes de nuevos calculos. Esto se vuelve apkecian el siguiente ejemplo.

Wallis, quien en su trabajérithmetica Infinitorum uno de los que mas ha
contribuido al progreso del analisis, se interespeeialmente por seguir el hilo de la
induccion y la analogia, consideré que si uno @ivétl exponente de una letra entre dos,
tres, etc., el cociente serd en consecuencia &ioat cartesiana, y cuando la division es
posible, el exponente de la raiz cuadrada, cubtca,de la cantidad que representa la letra
elevada al exponente del dividendo. Extendiendcapalogia este resultado al caso donde
la division es imposible, considerd una cantidayada a un exponente fraccionario como

la raiz del grado indicado por el denominador da &mccion, a saber, de la cantidad
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elevada a una potencia indicada por el numeraduge®06 entonces que, de acuerdo con la
notacion cartesiana, la multiplicacion de dos padtende la misma letra equivale a afiadir
sus exponentes, y que su division equivale a sustos exponentes de la potencia del
divisor de aquel de la potencia del dividendo, daaal segundo de estos exponentes es
mayor que el primero. Wallis extendio este reswoltaldcaso donde el primer exponente es
igual a o mayor que el segundo, lo que hace gdddeencia sea cero o negativa. Supuso
entonces que un exponente negativo indica la urddadida entre la cantidad elevada al
mismo exponente tomado positivamente. Estas olsenes lo llevaron a integrar
generalmente las diferenciales monomias, de damiit@ilas integrales definidas de un
tipo particular de diferenciales binomiales cuy@anente es un nimero entero positivo.
Asi pues, la observacion de la ley de los nUmenesegpresan estas integrales, una serie de
interpolaciones y felices inducciones donde unaiperel germen del calculo de integrales
definidas que ha ocupado tanto a los gedmetrag gapstituye uno de los fundamentos de
mi nuevaTeoria de las probabilidadete dio la proporcion del area del circulo al caad

de su didmetro expresada por un producto infini®, guando uno lo detiene, confina esta
proporcion a limites cada vez mas convergente® éstuno de los resultados mas
singulares en el analisis. Pero es notable queid)Vgllie tan bien habia considerado los
exponentes fraccionarios de potencias radicalegg pasado a notar estas potencias tal
como se habia hecho antes que él. Si no me equiveeoNewton, en su€artas a
Oldembourg el primero en emplear la notacidon de estas p@gncon exponentes
fraccionarios. Comparando inductivamente, practqpe Wallis ejercia bellamente,
determino la ley de estos coeficientes y la extgnulbr analogia, a potencias fraccionarias
y negativas. Estos diversos resultados, basadds eotacion de Descartes, muestran su
influencia en el progreso del analisis. Aun tieaevéntaja de ofrecer la mas simple y
razonable idea de los logaritmos, que en realidéml son los exponentes de una magnitud
cuyas potencias sucesivas, incrementando en gradiofamente pequefos, pueden

representar a todos los niumeros.

Pero la extension mas importante que ha recibgta aotacion es la de los
exponentes variables, que constituye el calculoomempcial, una de las ramas mas
fructiferas del analisis moderno. Leibniz fue g@hyaro en indicar los trascendentes con

exponentes variables, y de este modo ha complefaslstema de elementos de los cuales

36



puede componerse una funcion finita; pues cadadunexplicita finita de una variable
puede reducirse, en ultimo analisis, a magnitudeples, combinadas por el método de
adicion, sustraccion, multiplicacién, y division, slevadas a potencias constantes o
variables. Las raices de las ecuaciones formadsate destos elementos son las funciones
implicitas de la variable. Es asi que una variadiglee por logaritmo al exponente de la
potencia que es igual a ella en la serie de lasnpiEs del niamero cuyo logaritmo

hiperbdlico es la unidad, y el logaritmo de undakae de él es una funcién implicita.

Leibniz pens6 en dar a su caracter diferencialm@snos exponentes en cuanto a
magnitudes, pero entonces, en lugar de indicamlatiplicaciones repetidas de la misma
magnitud, estos exponentes indican las difererariasi repetidas de la misma funcion.
Esta nueva extension de la notacion cartesianaugmad_eibniz a la analogia de potencias
positivas con las diferenciales, y de potenciasatnegs con las integrales. Lagrange ha
seguido esta singular analogia en todos sus désasip por una serie de inducciones que
puede considerarse como una de las aplicacionesetias jamas hechas del método de
induccidn, ha llegado a férmulas generales que taoncuriosas como utiles en las
transformaciones de diferencias y de integralesufeas en las otras, cuando las variables
tienen diversos incrementos finitos y cuando éstwsinfinitamente pequefios. Pero no ha
ofrecido las demostraciones que le parecen masilelifi La teoria de funciones
discriminantes extiende las notaciones cartesiarsgunos de sus caracteres; demuestra la
analogia de las potencias y las operaciones inacpdr estos caracteres, asi que todavia
puede considerarse como el calculo exponenciabdeieres. Todo lo relacionado con la

serie y la integracion de ecuaciones de difererstiege de ella con una extrema facilidad.
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PARTE Il

APLICACIONES DEL CALCULO DE PROBABILIDADES
CAPITULO VI

JUEGOS DE AZAR

Las combinaciones que presentan los juegos fueloobjeto de las primeras
investigaciones de probabilidades. En una infidtaedad de estas combinaciones, muchas
de las cuales se prestaron inmediatamente al oaloitas requirieron calculos mas
dificiles, y las dificultades aumentaron en la ndadén que las combinaciones se hicieron
mas complicadas, el deseo por vencerlas y la ¢dadshan estimulado a los gedmetras a
perfeccionar cada vez mas este tipo de andlisiqieviaos visto que los beneficios de una
loteria se determinan facilmente por la teoria @®hbinaciones. Pero es més dificil saber
en cuantos sorteos uno puede apostar uno contrguegpor ejemplo, salgan todos los
namerosn siendo el nimero de nimero<l de los numeros sacados en cada sortére, e
numero desconocido de saques. La expresion delalptidad de sacar todos los nimeros
depende de l&nésimadiferencia finita de la potenciade un producto de numeros

consecutivos. Cuando el nimeares considerable, la busqueda por el valor giee hace
gue esta probabilidad sea iguaJ;- &e vuelve imposible, a menos que esta difereria s

convierta en una serie muy convergente. Esto ssigumn facilmente por el método
indicado aqui debajo de las aproximaciones de dmesi de nimeros muy grandes. Se
encuentra que, debido a que la loteria esta corguaesdiez mil nimeros, uno de los
cuales se saca en cada sorteo, hay una desvemt@aposgtar uno contra uno que todos los
nameros seran sacados en 95767 sorteos y unaavemdjacer la misma apuesta para
95768 sorteos. En la loteria de Francia, esta tgpwssdesventajosa para 85 sorteos y

ventajosa para 86.

Consideremos otra vez dos jugadores, A y B, jugaradas y cruces de manera tal
gue, en cada tirada, si sale cara A le da una raesd8l quien da una si sale cruz. El
namero de mesadas de B es limitado, mientras qde A&l es ilimitado, y el juego termina
s6lo cuando B ya no tenga mas mesadas. Pregunanmsntas tiradas debe uno apostar
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uno contra uno que el juego termine. La expresi@nadprobabilidad de que el juego
termine en un numerode tiradas esta dada por una serie que comprendean numero
de términos y factores si el nimero de mesadas ég &nsiderable; la busqueda por el
valor del [numero] desconocidoque hace que esta serie s;eaeria imposible si no
redujéramos la misma a una serie muy convergertapliarle el método recién tratado,
encontramos una expresion muy simple para el [ngjaersconocido de la que resulta que
si, por ejemplo, B tiene un centenar de mesadasnasapuesta un tanto menor de uno
contra uno que el juego termine en 23780 tiradasg apuesta un tanto mayor de uno

contra uno que termine en 23781 tiradas.

Estos dos ejemplos, afiadidos a los que ya hemmesidd, son suficientes para

mostrar como los problemas de los juegos han tomtio a la perfeccién del analisis.
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CAPITULO VII

ACERCA DE LAS DESIGUALDADES DESCONOCIDAS QUE PUEDEN
EXISTIR ENTRE POSIBILIDADES QUE SE SUPONE SON I@EJAL

Las desigualdades de este tipo tienen, sobre desltados del calculo de
probabilidades, una influencia sensible que metete atencién particular. Tomemos el

juego de caras y cruces, y supongamos que es igoedrfacil sacar uno u otro lado de la

_— . . 1
moneda. Entonces la probabilidad de sacar card enineer lanzamiento esy la de

.1 . . .
sacarla dos veces en sucesmq.d%ero si en la moneda existe una desigualdad ajusac
gue aparezca uno de los lados en lugar del otrsasiar qué lado se ve favorecido por esta
. . . . . 1 ., .
desigualdad, la probabilidad de sacar cara enrakeptanzamiento siempre sezr,edebldo a

gue ignoramos qué lado es favorecido por la delsigdala probabilidad del simple evento
aumenta si esta desigualdad es favorable a éy tmmho disminuye si es contraria a él.
Pero en esta misma ignorancia aumenta la probathitié sacar cara dos veces en sucesion.
En efecto, esta probabilidad es la de sacar caral gmnimer lance multiplicada por la
probabilidad de que, habiéndola sacado en el pilanee, sera sacada en el segundo; pero
su ocurrencia en el primer lance es una razongraea que la desigualdad de la moneda la
favorece. La desigualdad desconocida incrementaness, la probabilidad de sacar cara
en el segundo lance, y consecuentemente incrementproducto de estas dos
probabilidades. Con el fin de someter este asuhtocalulo, supongamos que esta
desigualdad incrementa por un veinteavo la proiofoil del simple evento cuando lo
favorece. Si este evento es [sacar] cara, su pitmzab seré% mas % 0 % y la
probabilidad de sacarla dos veces en sucesionesetdadrado dei%, o%. Si el evento
favorecido es [sacar] cruz, la probabilidad de sazaa seré% menos%, 0 29—0 y la

- ., 81 . ..
probabilidad de sacarla dos veces en sucesmnzos(g-:‘ré’a gue al principio no tenemos

ninguna razon para creer que la desigualdad fasaneo de estos eventos en lugar del
otro, es claro que para tener la probabilidad deine®s compuesto cabeza/cabeza, es
necesario afiadir las dos probabilidades anteriptesnar la mitad de su suma, lo que da
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101 - 1 1 1
200 Para esta probabilidad, que excelldporm 0 por el cuadrado del fav% que la

desigualdad afiade a las posibilidades del evergofayorece. La probabilidad de sacar

" 101 .
cruz/cruz es S|mllarmen§53, pero la probabilidad de sacar cara/cruz o crua/ea cada

99 - . .
una_—., pues la suma de estas cuatro probabilidadesigabkar la certeza o la unidad.

Encontramos asi que, por lo general, las causagasias y desconocidas que favorecen
eventos simples que son juzgados como igualmensélps siempre incrementan la

probabilidad de la repeticion del mismo evento $&mp

En un nimero par de lances, cara y cruz debensasoicader o bien un niamero par
- . 1 .
de veces o0 un numero non de veces. La probabitldazthda uno de estos casog eslas

posibilidades de los dos lados son iguales; perensie ellos hay una desigualdad

desconocida, esta desigualdad siempre es favabpteaner caso.

Dos jugadores cuya habilidad es supuestamentgjigggan bajo las condiciones de
gue en cada lance aquel que pierde da una mesadadversario, y que el juego contindia
hasta que uno de los jugadores ya no tenga masiaseda calculo de las probabilidades
nos muestra que, en aras de la igualdad del jlegtances de los jugadores deben estar en
proporcion inversa a sus mesadas. Pero si entjedadores hay una pequefa desigualdad,

favorece a aquel que tenga el menor niumero de m®sad probabilidad de ganar el juego
. . . T 1 . .
aumenta si los jugadores acuerdan duplicar odapbus mesadas, y sera la misma que

la probabilidad del otro jugador en el caso enudl gl nimero de sus mesadas se vuelva

infinito, siempre preservando la misma proporcion.

Uno puede corregir la influencia de estas desiipulds desconocidas al someterlas
a las posibilidades del azar. Asi, en el juegoalascy cruces, si uno tiene una segunda
moneda que es arrojada cada vez con la prime@jeréda nombrar constantemente “cara”

al lado que sale con la segunda moneda, la pradedbitle sacar cara dos veces en sucesion
. p 1,
con la primera moneda se acercara mucho mague en el caso de una sola moneda. En

este Ultimo caso, la diferencia es el cuadradgéelieiio incremento de posibilidad que la

desigualdad desconocida da al lado de la primereedaque favorece; en el otro caso esta
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diferencia es el producto cuadruple de este cuadpeat el correspondiente cuadrado

relativo a la segunda moneda.

Arréjense en una urna cien numeros del 1 al 10@lesrden de numeracion, y
después de haber sacudido la urna para mezclaamosros, saquese uno. Es claro que si la
sacudida se ha hecho bien, las probabilidadesae ks nimeros seran las mismas. Pero
si tememos que haya algunas pequefias diferengasdientes del orden de acuerdo con
el cual han sido arrojados los numeros en la wisajinuiremos considerablemente estas
diferencias al arrojar, en una segunda urna, lesengs de acuerdo con el orden de su
saque de la primera urna, y después al sacudisegtanda urna para mezclar los nimeros.
Una tercera, cuarta, etc., urnas disminuirdn méay estas diferencias ya inapreciables en

la segunda urna.
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CAPITULO VI

ACERCA DE LAS LEYES DE PROBABILIDAD QUE RESULTANLBE
MULTIPLICACION INDEFINIDA DE EVENTOS

Entre las causas variables y desconocidas quereadgmos bajo el nombre de
azar, y que hacen incierta e irregular la marcha deelsntos, vemos aparecer, en la
medida en que se multiplican, una sorprendentelaedad que parece aferrarse a un
disefio y que ha sido considerada como prueba Beoladencia. Pero al reflexionar sobre
esto pronto reconocemos que esta regularidad asisote el desarrollo de las respectivas
posibilidades de eventos simples que deben presentads a menudo cuando son mas
probables. Imaginemos, por ejemplo, una urna qoeese bolas blancas y bolas negras, y
supongamos que cada vez que se saca una bolag apbnerse en la urna antes de sacar
una nueva. La proporcion del nimero de las bolaachks sacadas al niumero de bolas
negras sacadas sera mas a menudo muy irregulas gmiineros saques, pero las causas
variables de esta irregularidad producen efecto®rrativamente favorables vy
desfavorables a la marcha regular de los eventessqudestruyen mutuamente en la
totalidad de un gran nimero de saques, permiti@xpercibir cada vez mas la proporcién
de bolas blancas a las bolas negras contenidasiend, o las respectivas posibilidades de

sacar una bola blanca o una negra en cada sagestd®eesulta el siguiente teorema.

La probabilidad de que la proporcion del niumerobdéas blancas sacadas al
numero total de bolas sacadas no se desvie mé&dealia intervalo dado de la proporcion
del nimero de bolas blancas al nimero total desbodatenidas en la urna, se acerca
indefinidamente a la certeza por la multiplicaciddefinida de eventos, por mas pequefio

gue sea este intervalo.

Este teorema, sefalado por el sentido comun, fue dificil de demostrar por el
analisis. En consecuencia, el ilustre gedmetraugacernoulli, quien fue el primero en
ocuparse de él, da mucha importancia a las demmsies que ha ofrecido. El calculo de
funciones discriminantes aplicado a esta materias@lo demuestra este teorema con

facilidad, sino que da la probabilidad de que lapprcion de los eventos observados se
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desvie solamente en ciertos limites de la verdageoporcion de sus respectivas

posibilidades.

Del teorema anterior uno puede sacar esta consgaueue debe considerarse
como una ley general, a saber, que las proporcidedss actos de la naturaleza son casi
constantes cuando estos actos son considerados gram namero. Asi, a pesar de la
variedad de los afios, la suma de las producciamesi® un nimero considerable de afios
es sensiblemente la misma; asi que el hombre,gpprelvision de utilidad, es capaz de
precaverse de la irregularidad de las sesionesamiedia igual propagacion durante todas
las estaciones de los bienes que la naturalezébdist desigualmente. De la ley anterior
no exceptuo los resultados debidos a causas mokal@soporcion de nacimientos anuales
a la poblacion, y la de matrimonios a nacimientogestran solo pequefas variaciones; en
Paris, el nimero de nacimientos anuales es casiselo, y en sesiones ordinarias de la
oficina de correos he escuchado que el nimero d@ascaescartadas a cuenta de
direcciones inexistentes cambia muy poco afio con esto también se ha observado en

Londres.

De este teorema se sigue, de nuevo, que en uiga dgereventos prolongados
indefinidamente la accién de causas regulares gtantes debe prevalecer a la larga sobre
la [accion] de causas irregulares. Esto es lo @ue ljue las ganancias de las loterias sean
tan ciertas como los productos de la agricultws plosibilidades que reservan les aseguran
un beneficio en la totalidad de un gran nimero atéess. Asi, estando las numerosas y
favorables posibilidades constantemente adheridas @bservacion de los eternos
principios de la razén, de la justicia, y de la lanidad que establece y conserva
sociedades, hay una gran ventaja en conformarsest@s erincipios y un grave
inconveniente en apartarse de ellos. Si uno cansast historias y su propia experiencia,
vera que todos los hechos vienen en ayuda deessikado del calculo. Consideremos los
felices efectos de las instituciones fundadas erazén y en los derechos naturales del
hombre entre las gentes que han sabido como estdbke y preservarlas. Consideremos
también las ventajas que ha procurado la buenarfelps gobiernos que han hecho de ella
la base de su conducta y como se han visto indeshoszpor los sacrificios que les ha

costado mantener sus compromisos con una escrapebactitud. jQué crédito tan
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inmenso en casa! jQué preponderancia fuera de Basa&l contrario, véase en qué abismo
de desgracias se han precipitado las naciones ponbicion y la perfidia de sus dirigentes.
Siempre que una gran potencia intoxicada por er @®aaonquista aspira a la dominacién
universal, el sentimiento de independencia entseniciones amenazadas produce una
coalicion de la que siempre se vuelve la victimail&mente, en medio de las causas
variables que extienden o contienen a los diveestsdos, los limites naturales actuando
como causas constantes deben terminar prevaleciBsdentonces importante, tanto para
la estabilidad como para la felicidad de los impgrino extenderse mas alla de aquellos
limites en los que sin cesar son conducidos dempewrla accion de las causas, justo como
las aguas de los mares alborotadas por tempestiadimstas vuelven a sus cuencas por la
fuerza de gravedad. Es, una vez mas, un resuledmldulo de probabilidades confirmado
por numerosas y melancolicas experiencias. Lariastonsiderada desde el punto de vista
de la influencia de causas constantes uniria atéatde la curiosidad el de ofrecer al
hombre las lecciones mas valiosas. A veces atritmilos resultados inevitables de estas
causas a las circunstancias accidentales que bdngio su accion. Va en contra de la
naturaleza de las cosas que, por ejemplo, un puaogobernado por otro cuando los
separa un vasto mar o una gran distancia. Se @iiec@r que en el largo plazo esta causa
constante, uniéndose sin cesar con las causablearigue actian en el mismo camino y
gue el curso del tiempo desarrolla, acabaran moitee suficientemente fuertes como para
darle a un pueblo subyugado su independencia hatpexa unirlo con un estado poderoso

contiguo.

En un gran nimero de casos, y estos son los npastantes del analisis de riesgos,
son desconocidas las posibilidades de eventos esmplnos vemos forzados a buscar en
eventos pasados los indicios que puedan guiar rasesbnjeturas acerca de las causas
sobre las cuales dependen. Al aplicar el andlisisudciones discriminantes al principio
elucidado arriba sobre la probabilidad de las casseadas de los eventos observados,

llegamos al siguiente teorema.

Cuando un evento simple o uno compuesto por vawestos simples como, por
ejemplo, en un juego, se ha repetido un gran numergeces, las posibilidades de los

eventos simples que hacen mas probable aquellsaha observado son aquellas que la
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observacion indica con la mayor probabilidad; emé&dida en que el evento observado se
repite, esta probabilidad aumenta y terminariaquuivaler a certeza si los niameros de

repeticiones se hiciesen infinitos.

Hay dos tipos de aproximaciones: la primera eativel a los limites tomados en
todos los lados de las posibilidades que dan admasa mayor probabilidad; la otra
aproximacion esta relacionada con la probabilidadiue estas posibilidades caigan dentro
de estos limites. La repeticién del evento compuasimenta mas y mas esta probabilidad,
los limites siguiendo siendo los mismos, y redués ;nmas el intervalo de estos limites, la
probabilidad siguiendo siendo la misma; en el itdineste intervalo se vuelve cero y la
probabilidad cambia a certeza.

Si aplicamos este teorema a la proporcion de d@smentos de nifios con los de
nifias observado en los distintos paises de Euemgantramos que esta proporcion, que es
en todas partes aproximadamente igual a la de222iadica con una probabilidad extrema
una mayor facilidad en el nacimiento de nifios. @mrando ademas que es la misma en
Napoles y en San Petersburgo, veremos que a epexte la influencia del clima no tiene
efecto. Podriamos entonces sospechar, contrariangenf creencia comun, que este
predominio de nacimientos masculinos existe inclasooriente. En consecuencia, he
invitado a los eruditos franceses enviados a Egiptpue se ocupen de esta interesante
cuestion, pero la dificultad en obtener informacéacta sobre los nacimientos no les ha
permitido resolverla. Felizmente, M. de Humboldthe descuidado este asunto entre las
innumerables nuevas cosas que ha observado y oeaniddmérica con tanta sagacidad,
constancia, y coraje. En la zona tropical ha emadot la misma proporcion de los
nacimientos que observamos en Paris, y esto dekenloa considerar el mayor nimero de
nacimientos masculinos como una ley general deata humana. Las leyes que los
distintos tipos de animales siguen a este respeetparecen ser dignas de la atencion de

los naturalistas.

El hecho de que la proporcion de nacimientos flesncon los de nifias difiera muy
poco de la unidad incluso en el gran nimero denmanios observados en un lugar
ofreceria en este aspecto un resultado contratéolay general, sin el cual tendriamos

razon en concluir que esta ley no existe. Paraidlageste resultado es necesario emplear
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grandes numeros y estar seguros de que esta indmad gran probabilidad. En su
Aritmética politicaBuffon da cuenta, por ejemplo, de varias comuredade Borgofia
donde los nacimientos de niflas han superado logfids. Entre estas comunidades la de
Carcelle-le Grignon presenta, en 2009 nacimientoarde cinco afios, 1026 nifias y 983

nifios. Aunque estos numeros son considerablesgaimdino obstante s6lo una mayor
posibilidad en los nacimientos de nifias con undabitidad de % y esta probabilidad,

menor que la de no sacar cara cuatro veces en@uegsel juego de caras y cruces, no es
suficiente para investigar la causa de esta ananwale, de acuerdo con toda probabilidad,

desapareceria si uno siguiera durante un siglodosnientos en esta comunidad.

Los registros de nacimientos, que se conservancoihedo para asegurar la
condicion de los ciudadanos, pueden servir paerm@tar la poblacion de un gran imperio
sin [tener que] recurrir al conteo de sus habitaiitma operacion laboriosa y dificil de
hacer con exactitud). Pero para esto es necegaraxer la proporcion de la poblacion con
los nacimientos anuales. El medio mas preciso @atenerla consiste, primero, en elegir
en el imperio distritos distribuidos de una maresi igual sobre toda su superficie, a fin
de hacer el resultado general independiente danstancias locales; segundo, en contar
con cuidado, para una época dada, los habitantesrdes comunidades en cada uno de
estos distritos; tercero, en determinar, desdeeldachcion de los nacimientos durante
varios aflos que preceden y siguen a esta épocalmero medio correspondiente a los
nacimientos anuales. Este numero, dividido poredlod habitantes, dara la proporcion de
los nacimientos anuales con la poblacion de un nmd® y mas preciso a medida que el
conteo se vuelve mas considerable. El gobiernoyesaido de la utilidad de un conteo
similar, ha decidido a peticibn mia ordenar sugjegm. En treinta distritos extendidos por
igual en toda Francia, se han elegido comunidaggsces de proporcionar la informacién
mas exacta. Sus conteos han dado 2037615 individow® el numero total de sus
habitantes al 23 de septiembre de 1802. La degdarade los nacimientos en estas

comunidades durante los afios 1800, 1801, y 1802 es:

Nacimientos Matrimonios Muertes
110312 nifios 46037 103659 hombres
105287 nifas 99443 mujeres
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352845 |

La proporcion de la poblacion con nacimierdosiales es entonces ————: es

mayor que la que se habia estimado hasta estecdtieAlpmultiplicar el numero de

nacimientos anuales en Francia por esta proportaddremos la poblacion de este reino.
Pero, ¢cudl es la probabilidad de que la poblaagindeterminada no se desvie de la
poblacion real mas alld de un cierto limite? Rasablo este problema y aplicando a su
solucion los datos anteriores, he encontrado qumréendo que el numero de nacimientos
anuales en Francia sea 1000000, lo que lleva adagén a 28352845 habitantes, es una

apuesta de casi 300000 contra 1 que el error deesiltado no es de medio millén.

La proporcién de los nacimientos de nifios con des nifas que ofrece la

declaracion anterior es de 22 a 21, y los matrio®aon a los nacimientos como 3 es a 4.

En Paris, los bautismos de nifios de ambos sexi@wa poco de la proporcién de
22 a 21. Desde 1745, la época en la que uno hanzahe a distinguir los sexos en los
registros de nacimiento, hasta finales de 1784sta capital se han bautizado a 393386
nifos y a 377555 nifias. La proporcion de los dowands es casi la de 25 a 24; parece
entonces que en Paris una causa particular apraximgyualdad de bautismos de los dos
sexos. Si a esta cuestion aplicamos el calculoroleapilidades, encontramos que es una
apuesta de 238 a 1 a favor de la existencia decasta, lo que es suficiente para autorizar
la investigacion. Después de reflexionar, me hagdo que la diferencia observada se
debe a que los padres en el campo y en las pragsinencontrando alguna ventaja en
mantener a los nifios en casa, han enviado al Hbggita los Expositos en Paris a menos
de ellos relativo al nUmero de nifias de acuerddapnoporcion de nacimientos de los dos
sexos. Esto lo prueba la declaracién de regiseasste hospital. Desde comienzos de 1745

hasta finales de 1809, entraron 163499 nifios yd%®has. El primero de estos niumeros
excede solo pos% al segundo, que deberia haber superado al menglg. esto confirma

la existencia de la causa asignada, a saber, queparcion de nacimientos de nifios con

aquellos de nifias es, en Paris, la de 22 a 2habier prestado atencion a los expositos.

Los resultados anteriores suponen que podemosacamips nacimientos con los
saques de bolas de una urna que contiene un ntnfanto de bolas blancas y bolas

negras mezcladas de modo que en cada saque lagdigades de extraccion deberian ser
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las mismas para cada bola; pero es posible qguataiones de las mismas estaciones en
distintos afios puedan tener alguna influencia skabpeoporcion anual de los nacimientos
de nifios con aquellos de nifiasBreau des Longitudete Francia publica cada afio en su
anuario las tablas del movimiento anual de la podadel reino. Las tablas ya publicadas

comienzan en 1817; en ese afio y en los cinco siggie nacieron 2962361 nifios y
e 1 ., — .

2781997 nifas, lo que da aIrededorIgepara la proporcion de los nacimientos de nifios

con los de nifias. Las proporciones de cada afiarnv@dco de este resultado medio; la

., L, ~ e 17 ~
proporcion mas pequefia es la de 1822, cuando Belonlefg, y la mayor es la del afio

1817, cuando fueﬁ. Estas proporciones varian apreciablemente deolaopcion de%

descubierta arriba. Aplicando a esta desviaci@nélisis de probabilidades en la hipotesis
de la comparacién de nacimientos con las extraesiole bolas de una urna, encontramos
gue seria apenas probable. Parece entonces ingligaresta hipétesis, aunque muy

aproximada, no es rigurosamente exacta. En el mideenacimientos recién expuestos hay

de hijos naturales 200494 nifios y 190698 nifiagprbaorcion de nacimientos masculinos
y femeninos era entonces en este aspectie:,dmenor que la proporcion media eilge Este

resultado esta en el mismo sentido que el de losnentos de expasitos, y parece probar
gue en la clase de hijos naturales los nacimietiéos dos sexos se acercan mas a la
igualdad que en la clase de hijos legitimos. Léselcias climaticas entre el norte y el sur

de Francia no parecen tener influencia apreciaiileeda proporcion de los nacimientos de
i~ o~ . . . . ~ 16 ., .
nifios y nifias. Los treinta distritos mas surenmsdmjoE para esta proporcion, la misma

gue la de toda Francia.

La constancia de la superioridad de los nacimged&onifios sobre nifias en Paris y
en Londres desde que se han observado les haduaeeaigunos eruditos ser una prueba
de la Providencia, sin la cual han pensado quedlasas irregulares que perturban sin cesar
al curso de eventos deberian haber hecho varias gee los nacimientos anuales de nifias

fuesen superiores a los de nifios.

Pero esta prueba es un nuevo ejemplo del abustagizs veces se ha hecho de las
causas finales, que siempre desaparecen ante meexte las cuestiones cuando tenemos

los datos necesarios para resolverlas. La constamccuestion es un resultado de causas
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regulares que dan la superioridad a los nacimiedéosifios y que la extienden a las
anomalias debidas al azar cuando el nimero de ieaton anuales es considerable. La
investigacion de la probabilidad de que esta caostese mantenga durante mucho tiempo
pertenece a aquella rama del analisis de riesgegasa desde eventos pasados hasta la
probabilidad de eventos futuros, y tomando por Basenacimientos observados desde
1745 hasta 1784, es una apuesta de casi 4 cogtra én Paris los nacimientos anuales de
nifios superaran constantemente por un siglo adasientos de nifias; no hay razén para

sorprenderse de que esto haya tenido lugar poonsegio.

Tomemos otro ejemplo del desarrollo de proporgarenstantes que presentan los
eventos en la medida en que son multiplicados. imeagps una serie de urnas dispuestas
circularmente, cada una conteniendo un gran nueheroolas blancas y negras, siendo la
proporcion de bolas blancas con las negras origete muy distinta y tal que, por
ejemplo, una de estas urnas contiene sélo bolasdda mientras que otra contiene sélo
bolas negras. Si uno saca una bola de la primera para ponerla en la segunda, y si
después de haber sacudido la segunda urna conds fnezclar bien la nueva bola con las
otras, uno saca una bola para ponerla en la tenceaay asi hasta la Ultima urna, de la cual
se saca una bola para ponerla en la primera, gtaiserie se reinicia continuamente, el
analisis de probabilidad nos muestra que las poigpoes de las bolas blancas con las
negras en estas urnas terminaran por ser las meigasles que la proporcion de la suma
de todas las bolas blancas con la suma de todd®las negras contenidas en las urnas.
Asi, por este modo regular de cambio, eventualmaéegaparece la primitiva irregularidad
de estas proporciones para dar lugar al orden mdmes Ahora, si entre estas urnas uno
intercala nuevas [urnas] en las que la proporcefadsuma de las bolas blancas a la suma
de las bolas negras que contienen difiere de kriantcontinuando indefinidamente en la
totalidad de las urnas con las extracciones reninadas, el orden simple establecido en
las viejas urnas se vera perturbado en un princydes proporciones de las bolas blancas a
las bolas negras se volveran irregulares; pero pogoco esta irregularidad desaparecera
para dar lugar a un nuevo orden que finalmente ededé la igualdad de las proporciones
de las bolas blancas a las bolas negras contearmdas urnas. Podemos aplicar estos

resultados a todas las combinaciones de la natarale las que las fuerzas constantes por
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las que se animan sus elementos establecen magldares de accion, adecuados para

llevar a cabo, en el propio corazon del caos,m@segobernados por leyes admirables.

Los fendmenos que parecen ser los mas dependigitezar presentan entonces,
una vez multiplicados, una tendencia a acercanseesiar a proporciones fijas de un modo
tal que, si concebimos en todos los lados de cadale estas proporciones un intervalo tan
pequefio como queramos, la probabilidad de quesaltaglo medio de las observaciones
caiga dentro de este intervalo terminard por difde la certeza sélo por una cantidad
mayor que una magnitud asignable. Asi, por losut@dcde probabilidades aplicados a un
gran numero de observaciones podemos reconockistareia de estas proporciones. Pero
antes de buscar las causas es necesario, paegaodl especulaciones vanas, asegurarnos
de que estén indicadas por una probabilidad quena® permita considerarlas como
anomalias debidas al azar. La teoria de funciomsesiminantes nos ofrece una expresion
muy sencilla para esta probabilidad, que se obtim@egrar el producto de la diferencial
de la cantidad de la cual el resultado deducidaendgran nimero de observaciones varia de
la verdad por una constante menor que la unidagerdkente de la naturaleza del
problema, y elevada a una potencia cuyo exponenta groporcion del cuadrado de esta
variacion al namero de observaciones. La integoatatla entre los limites dados y
divididos por la misma integral, aplicada a unrniiié positivo y a uno negativo, expresara
la probabilidad de que la variacion de la verddad esmprendida entre estos limites. Tal es
la ley general de la probabilidad de resultadosicadth por un gran numero de

observaciones.
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CAPITULO IX

LA APLICACION DEL CALCULO DE PROBABILIDADES A LA
FILOSOFIA NATURAL

Los fendmenos de la naturaleza suelen estar ensuplir tantas circunstancias
extrafias, y su influencia es una mezcla de un géamero de causas perturbadoras, que
resulta muy dificil reconocerlos. Podemos llegareldlos so6lo multiplicando las
observaciones o las experiencias, de modo quddote extrafios finalmente se destruyan
reciprocamente, los resultados medios poniendo vigereia tales fendmenos y sus
diversos elementos. Entre mas numeroso sea el almheeobservaciones y menos varien
entre ellas, mas se acercaran sus resultadoseadadv Cumplimos con esta condicion por
la eleccion de los métodos de observacion, pordaigion de los instrumentos, y por el
cuidado que tomamos al observar de cerca; entomheEsminamos, con la teoria de
probabilidades, los resultados medios mas ventajosamuellos que dan el menor valor de
error. Pero eso no es suficiente; también es negesareciar la probabilidad de que los
errores de estos resultados estén comprendidassdimites dados, y sin esto solamente
tenemos un conocimiento imperfecto del grado dectéxd obtenido. Las formulas
apropiadas para estas cuestiones son verdaderasasnéel método de las ciencias, y
ciertamente es importante afiadirlas a este mételdanalisis que requieren es lo mas
delicado y dificil de la teoria de probabilidadgses uno de los objetos principales del
trabajo que he publicado sobre esta teoria, eneshg llegado a formulas de este tipo que
tienen la notable ventaja de ser independientda iy de la probabilidad de errores y de

incluir inicamente las cantidades dadas por lagigsmbservaciones y sus expresiones.

Cada observacion tiene, por expresion analitioa, funcion de los elementos que
gueremos determinar, y si éstos son casi conocakta, funcion se vuelve una funcién
lineal de sus correcciones. Al igualarla con lapmmbservacion se forma uaauacion de
condicion Si tenemos un gran nimero de ecuaciones simillEgombinamos de una
manera tal como para obtener tantas ecuacioneledim@mo hayan elementos cuyas
correcciones determinamos resolviendo estas eaexidPero, ¢cual es el modo mas

ventajoso de combinar ecuaciones de condicion @aener ecuaciones finales? ¢Cual es
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la ley de las probabilidades de errores de losesudbs elementos siguen siendo
susceptibles que saquemos de ellos? Esto nos doadd teoria de probabilidades. La
formacion de una ecuacion final por medio de laaedn de condicion equivale a

multiplicar cada una de éstas por un factor ind@teado y a unir los productos; es

necesario elegir el sistema de factores que délemnoportunidad para el error. Pero es
evidente que si multiplicamos los posibles erralesun elemento por sus respectivas
probabilidades, el sistema mas ventajoso sera amuel que la suma de estos productos
tomados todos positivamente seamimimg pues un error positivo 0 uno negativo debe
considerarse como una pérdida. Formando, entoesessuma de productos, la condicion
del minimodeterminarda al sistema de factores que es comteragloptar, o al sistema mas
ventajoso. Encontramos asi que este sistema eslek aoeficientes de los elementos en
cada ecuacion de condicién; de modo que formamas primera ecuacion final al

multiplicar respectivamente cada ecuacion de camipor su coeficiente del primer

elemento y al unir todas estas ecuaciones asi piicdilas. Formamos una segunda
ecuacion final al emplear, del mismo modo, los icteites del segundo elemento, y asi
sucesivamente. De esta manera se desarrollan coaylar evidencia los elementos y las

leyes de los fenGmenos obtenidos en la colecciamdgan numero de observaciones.

La probabilidad de los errores que cada elemerdavia deja a ser temido es
proporcional al nimero cuyo logaritmo hiperbdlic® la unidad elevada a una potencia
igual al cuadrado del error tomado como una catitidegativa multiplicada por un
coeficiente constante que puede considerarse comma@ulo de la probabilidad de los
errores, ya que, el error permaneciendo igual,rebgbilidad decrece con rapidez cuando
el primero aumenta; asi que el elemento obtenida,p®@ se me permite hablar asi en lo
tocante a la verdad, mucho mas a medida que estelongs mayor. Por esta razén llamaré
a este modulo gbesodel elemento o del resultado. Este peso es el mmngible en el
sistema de factores — el mas ventajoso; es lo gue este sistema su superioridad sobre
otros. Por una notable analogia de este peso amil@g)de los cuerpos comparados en su
centro de gravedad comdun, resulta que si el mislamento estd dado por diversos
sistemas, cada uno compuesto de un gran niumerbsdevaciones, el mas ventajoso, el
resultado medio de su totalidad es la suma dertmuptos de cada resultado parcial por su

peso. Mas todavia, el peso total de los resultdddss diversos sistemas es la suma de sus
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pesos parciales, de modo que la probabilidad deslases del resultado medio de su
totalidad es proporcional al nimero que tiene whiglar un logaritmo hiperbdlico elevado
a una potencia igual al cuadrado del error tomamoocnegativo y multiplicado por la
suma de los pesos. Cada peso depende, en verdadegiede la probabilidad de error de
cada sistema, y casi siempre esta ley es descan@awb felizmente he podido eliminar el
factor que la contiene por medio de la suma decl@zglrados de las variaciones de las
observaciones en este sistema de su resultado .nigdances seria deseable, con el fin de
completar nuestro conocimiento de los resultaddsnidos por la totalidad de un gran
namero de observaciones, que al lado de cada adsukscribamos el peso que le
corresponde; para este objeto el andlisis propmraieétodos generales y sencillos. Cuando
de este modo hemos obtenido la exponencial quesepta la ley de la probabilidad de
errores, tendremos la probabilidad de que el atebrresultado esté incluido dentro de
limites dados al tomar, dentro de los limitesnkzgral del producto de esta exponencial
por la diferencial del error y al multiplicarla pta raiz cuadrada del peso del resultado
dividido por la circunferencia cuyo didmetro esitadad. Por lo tanto se sigue que, para la
misma probabilidad, los errores de los resultadosreciprocos a las raices cuadradas de

Sus pesos, lo que sirve para comparar su respecaeesion.

Con el fin de aplicar este método exitosamentenexesario [hacer] variar las
circunstancias de las observaciones o las exp@&agde un modo tal que puedan evitarse
las causas de error constantes. Es necesario gjubdarvaciones sean numerosas, y que
sean tantas mas como haya mas elementos a deterpuiea el peso del resultado medio
aumenta como el nimero de observaciones divididoepamimero de los elementos.
Todavia es necesario que los elementos sigan & @stervaciones un curso distinto, pues
si el curso de los dos elementos fuese exactameentesmo, lo que haria proporcionales a
sus coeficientes en la ecuacion de condicioness edéementos solamente formarian una
sola cantidad desconocida, y seria imposible djstitbs por estas observaciones.
Finalmente, es necesario que las observacionegseasas; esta condicion, la primera de
todas, aumenta considerablemente el peso deladeutuya expresion tiene por divisor a
la suma de los cuadrados de las desviaciones db&asvaciones de este resultado. Con

estas precauciones hemos de ser capaces de haodel usétodo anterior y de medir el
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grado de confianza que ameritan los resultados cithmBl de un gran numero de

observaciones.

La regla recién ofrecida para concluir ecuaciaegondicion, ecuaciones finales,
equivale a hacer un minimo la suma de los cuadrdeldss errores de observaciones, pues
cada ecuacion de condicidn se vuelve exacta atisush ella la observacion mas su error,
y si desde ella sacamos la expresion de este egdécil ver que la condicion delinimo
de la suma de los cuadrados de estas expresiot@seaida en cuestion. Esta regla es mas
precisa a medida que las observaciones son masesansepero incluso en el caso donde
su numero sea pequefio parece natural emplear taamisgla que, en todos los casos,
ofrece un medio simple para obtener, sin tanteas, dorrecciones que buscamos
determinar. También sirve para comparar la pretid® las diversas tablas astrondémicas
de la misma estrella. Estas tablas siempre puad@mnerse como reducidas a la misma
forma, y entonces Unicamente difieren en cuantsapocas, los movimientos medios, y
los coeficientes de los argumentos, pues si unglde contiene un coeficiente que no se
encuentra en las otras, es claro que esto equévalgponer cero en ellas en cuanto al
coeficiente de este argumento. Si ahora rectifisagsias tablas por la totalidad de las
observaciones buenas, satisfarian la condicionugel@ suma de los cuadrados de los
errores sea un minimo; las tablas que, comparadasun numero considerable de

observaciones, se acerquen mas a esta condici@enezntonces la preferencia.

Es principalmente en la astronomia que puede amgglecon ventaja el método
explicado arriba. Las tablas astrondmicas debevetdaderamente asombrosa exactitud
gue han alcanzado a la precision de observacionds teorias, asi como al uso de
ecuaciones de condiciones que hacen que concumagran numero de excelentes
observaciones en la correccion del mismo elemeR&yo queda por determinar la
probabilidad de los errores que esta correccioa tbejavia a temer; y el método que recién
he explicado nos permite reconocer la probabildacdstos errores. Con el fin de ofrecer
algunas aplicaciones interesantes de él, me hditiade del inmenso trabajo que el Sr.
Bouvard acaba de terminar sobre los movimientodighiter y Saturno, de los cuales ha
formado tablas muy precisas. Ha discutido, con alan cuidado, las oposiciones y

cuadraturas de estos dos planetas observados adleBry por los astronomos que lo han
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seguido hasta los udltimos afos; ha concluido lagsecciones de los elementos de su
movimiento y sus masas comparados con los debs@do como unidad. Sus calculos dan
gue la masa de Saturno es igual a la 3512ava garta del sol. Aplicando a ellos mis

formulas de probabilidad, encuentro que es unasagwk 11,000 contra uno que el error
de este resultado no?(l)s0 de su valor o, lo que equivale a casi lo misme, dgspués de un

siglo de nuevas observaciones afiadidas a las@etery examinadas del mismo modo, el
nuevo resultado no diferira pel}(l)lho del resultado del Sr. Bouvard. Este sabio astr@énom
también encuentra que la masa de Jupiter es idadl@/ava parte del sol, y mi método de

probabilidad da una apuesta de 1, 000,000 a ugoeleste resultado nog% en error.

Este método también puede emplearse con éxitmsmperaciones geodésicas.
Determinamos la longitud del gran arco sobre ledigie de la Tierra por [medio de la]
triangulacion, que depende de una base medidaxezatited. Pero sea cual sea la precision
gue pueda llevarse a la medida de los angulosnéstables errores pueden causar, por
acumulacién, que el valor del arco concluido dasdgran numero de triangulos se desvie
apreciablemente de la verdad. Entonces sélo reeamux este valor imperfectamente a
menos que pueda asignarse la probabilidad de qeereuesté comprendido dentro de
limites dados. El error de un resultado geodésgcairea funcion de los errores de los
angulos de cada triangulo. En el trabajo citadofrecido formulas generales para obtener
la probabilidad de los valores de una o variasitures lineales de un gran nimero de
errores parciales de los cuales conocemos la lgyrawmabilidad; entonces podemos, por
medio de estas férmulas, determinar la probabilidadque el error de un resultado
geodeésico esté contenido dentro de limites asignada cual sea la ley de la probabilidad
de errores parciales. Es todavia mas necesaripendi&arnos de la ley, porque las leyes
mas simples son siempre infinitamente menos prebahliendo el infinito nimero de
aguellas que pueden existir en la naturaleza. Redesconocida ley de errores parciales
introduce en las férmulas un indeterminado que ernjie reducirlas a nimeros a menos
gue podamos eliminarlo. Hemos visto que en lasticues astrondmicas, donde cada
observacion proporciona una ecuacion de condici@na pobtener los elementos,
eliminamos este indeterminado por medio de la sdedos cuadrados de los residuos

cuando los valores mas probables de los elemeatosito sustituidos en cada ecuacion.
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Ya que las cuestiones geodésicas no ofrecen eoaggcsimilares, es necesario buscar otro
medio de eliminacion. La cantidad por la cual lanaude los angulos de cada triangulo
observado supera dos angulos rectos mas el exs&se proporciona este medio. Asi,
remplazamos por la suma de los cuadrados de estidarles la suma de los cuadrados de
los residuos de las ecuaciones de condicion, y rpogeasignar numéricamente la
probabilidad de que el error del resultado finaluda serie de operaciones geodésicas no
exceda una cantidad dada. Pero, ¢cudl es la fodeavemtajosa de dividir, entre los tres
angulos de cada triangulo, la suma observada dersugs? El andlisis de probabilidades
hace evidente que cada angulo debe disminuirsarptarcio de esta suma, siempre que el
peso de un resultado geodésico sea el mayor pokibtpie hace al mismo error menos
probable. Hay entonces una gran ventaja en obslexsvénes angulos de cada triangulo y en
corregirlos tal como hemos dicho. El sentido conséfiala esta ventaja, pero el solo
calculo de probabilidades es capaz de apreciarlde yhacer evidente que, por esta

correccion, se vuelve la mayor posible.

Con el fin de garantizar la exactitud del valoruwhegran arco que descansa sobre
una base medida en una de sus extremidades, uouma segunda base hacia la otra
extremidad, y concluye desde una de estas badeadiud de la otra. Si esta longitud
varia muy poco de la observacion, hay toda razéa paer que la cadena de triangulos
gue une estas bases es casi exacta, y que tarak@érel valor del gran arco que resulta de
ella. Uno corrige, entonces, este valor al modifioa &ngulos de los triangulos de modo tal
gue la base se calcule de acuerdo con las basedase®ero esto puede hacerse de
infinitos modos, de entre los cuales es prefedlgleel del cual el resultado geodésico tiene
el mayor peso, en la medida en que el mismo eerouslve menos probable. El analisis de
probabilidades ofrece férmulas para obtener dineetde la correccibn mas ventajosa que
resulte de las mediciones de las varias bases Yeyas de probabilidad que hace la
multiplicidad de las bases, leyes que muy rapidéenea vuelven decrecientes por esta

multiplicidad.

Por lo general, los errores de los resultados adéds de un gran numero de
observaciones son las funciones lineales de lasesriparciales de cada observacion. Los

coeficientes de estas funciones dependen de laate#ta del problema y del proceso
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seguido para obtener los resultados. El procesovarédajoso es evidentemente aquel en el
gue el mismo error en los resultados es menos pi®igaie en cualquier otro proceso. La

aplicacion del calculo de probabilidades a la &f@s natural consiste, pues, en determinar
analiticamente la probabilidad de los valores dasefsinciones y en elegir sus coeficientes
indeterminados de modo que la ley de esta prodadilsea mas rapidamente descendiente.
Eliminando entonces de las formulas por los datokduestion al factor introducido por

la casi siempre desconocida ley de la probabildiackrrores parciales, podemos evaluar
numéricamente la probabilidad de que los errordesideesultados no excedan una cantidad
dada. Es asi que tendremos casi todo lo desealdg@rante a los resultados deducidos de

un gran numero de observaciones.

Pueden obtenerse resultados muy aproximados desds consideraciones.
Supongamos, por ejemplo, que tenemos mil una obsenes de la misma cantidad; la
media aritmética de todas estas observaciones ess@tado dado por el método mas
ventajoso. Pero uno podria elegir el resultadocderalo con la condicién de que la suma
de las variaciones de cada valor parcial tomadadastpositivamente sea uminima En
efecto, parece natural considerar como muy aprajone resultado que satisface esta
condicion. Es facil ver que si uno dispone los redodados por las observaciones de
acuerdo con el orden de magnitud, el valor que adapmedia satisfara la condicion
precedente, y el calculo hace evidente que en sb e un infinito nimero de
observaciones coincidird con la verdad; pero ellt@s$o dado por el método mas ventajoso

sigue siendo preferible.

Por lo anterior vemos que la teoria de probalikdano deja nada arbitrario en el
modo de distribuir los errores de las observaciopasa esta distribucion ofrece las
formulas més ventajosas que disminuyen tanto caagssible los errores a ser temidos
en los resultados.

La consideracion de probabilidades puede servia mhstinguir las pequefias
irregularidades de los movimientos celestiales eltos en los errores de observaciones, y

para volver a la causa de las anomalias obsereadestos movimientos.
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Al comparar todas las observaciones, fue Tichd¥8iguien reconocio la necesidad
de aplicar a la luna una ecuacién de tiempo déstietla que habia sido aplicada al sol y a
los planetas. Fue similarmente la totalidad denam gumero de observaciones la que hizo
gue Mayer reconociera que el coeficiente de lagdesad de la precesion debe
disminuirse un poco para la luna. Pero ya que distainucion, no obstante haber sido
confirmada e incluso aumentada por Mason, no paresultar de la gravitacion universal,
fue desatendida por la mayoria de los astronomasugrcalculos. Habiendo sometido al
calculo de probabilidades un nimero considerablebdervaciones lunares elegidas para
este proposito, y que el Sr. Bouvard consintié érama peticion mia, me parecié estar
indicado con una probabilidad tan fuerte que cred fabria de investigarse su causa.
Pronto vi que sélo seria la elipticidad del esfdedierrestre, desatendida hasta ese entonces
en la teoria del movimiento lunar al ser capaz dedyxir solamente términos
imperceptibles. Conclui que estos términos se hapierceptibles por las sucesivas
integraciones de ecuaciones diferenciales. Detérmirionces tales términos por [medio
de] un analisis particular, y primero descubri tpuéesigualdad del movimiento lunar en
latitud es proporcional al seno de la longitud @éuha, cosa que ningun astronomo habia
sospechado antes. Después reconoci, por medidalédemsgualdad, que existe otra en el
movimiento lunar en longitud que produce la disrmoién observada por Mayer en la
ecuacion de la precesion aplicable a la luna. Latidad de esta disminucion y el
coeficiente de la anterior desigualdad en latitaduitan muy apropiados para fijar el
achatamiento de la Tierra. Habiendo comunicadoimuisstigaciones al Sr. Burg, quien en
ese tiempo estaba ocupado perfeccionando las @blasluna por la comparaciéon de todas
las observaciones buenas, le pedi que determir@raparticular cuidado estas dos

cantidades. Por un acuerdo muy notable, los valpuesha encontrado dan a la Tierra el
mismo achatamientesﬁ, que difiere poco de la media derivada de las cmués de los

grados del meridiano y el péndulo; pero [si estinjellos considerados desde el punto de
vista de la influencia de los errores de las olzs®ownes y de las causas perturbadoras en
estas mediciones, no me parecieron [estar] exaotameeterminados por estas

desigualdades lunares.
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Fue, de nuevo, por la consideracion de probalnid que reconoci la causa de la
ecuacion secular de la luna. Las observaciones rmasiele esta estrella comparadas con
los eclipses antiguos habian indicado a los astnésauna aceleracion en el movimiento
lunar, pero los gebmetras, y en particular Lagrahgbiendo buscado vanamente en las
perturbaciones que este movimiento experimentétdamninos de los que depende esta
aceleracion, la rechazaron. Un examen atento deblservaciones antiguas y modernas y
de los eclipses intermedios observados por losearaie convencié que estaba indicada
con una gran probabilidad. Retomé desde este panteoria lunar, y reconoci que la
ecuacion secular de la luna se debe a la acciésotlsbbre este satélite combinada con la
variacion secular de la excentricidad del orbeestre; esto me llevé al descubrimiento de
las ecuaciones seculares de los movimientos deddss y de los perigeos de la orbita
lunar, cuyas ecuaciones ni siquiera habian sidpesbadas por los astronomos. EI muy
notable acuerdo de esta teoria con todas las a@uwsemes antiguas y modernas la ha

llevado a un grado muy alto de evidencia.

El calculo de probabilidades me ha conducido simiente hacia la causa de las
grandes irregularidades de Jupiter y Saturno. Coanga las observaciones modernas con
las antiguas, Halley encontré una aceleracion emogimiento de Jupiter y un retardo en el
de Saturno. Con el propdsito de reconciliar lagolaiones, redujo los movimientos a dos
ecuaciones seculares de signos contrarios aumenséamedida que pasaron los cuadrados
de los tiempos desde 1700. Euler y Lagrange somoeta andlisis las alteraciones que la
atraccion mutua de estos dos planetas debia proglu@stos movimientos. Al hacer esto
encontraron las ecuaciones seculares, pero susackmifueron tan distintos que al menos
uno de los dos deberia ser erroneo. Entonces deérocuparme de este importante
problema demecanica celestegy reconoci la invariabilidad de los movimientdangtarios
medios, que anulo las ecuaciones seculares intidaiipor Halley en las tablas de Jupiter
y Saturno. Asi es que s6lo quedaban, con el fiexqgidicar la gran irregularidad de estos
planetas, las atracciones de los cometas haciau@gs muchos astronomos tenian un
recurso efectivo, o la existencia de una irregdé&tidurante un largo periodo producida en
los movimientos de los dos planetas por su accewmiproca y afectada por signos
contrarios para cada uno de ellos. Un teorema quen&ré con respecto a las

desigualdades de este tipo hizo muy probable estggubldad. De acuerdo con este
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teorema, si el movimiento de Jupiter acelera, eSdeurno retarda, cosa que ya se ha
conformado con lo notado por Halley; ademas, ldesmeion de Jupiter resultante del
mismo teorema esta al retardo de Saturno muy cemara proporcion de las ecuaciones
seculares propuestas por Halley. Considerando loginmentos medios de Juapiter y
Saturno, pude facilmente reconocer que dos vecds dlpiter diferia solamente por una
cantidad muy pequefia de cinco veces el de Satkinmeriodo de una irregularidad que
tendria para un argumento esta diferencia seréreddedor de nueve siglos. En efecto, su
coeficiente seria del orden de los cubos de lasntricidades de las orbitas, pero yo sabia
gue en virtud de integraciones sucesivas adquiriaigisor al cuadrado del muy pequefio
multiplicador del tiempo en el argumento de estgimldad que es capaz de ofrecerle un
gran valor; entonces la existencia de esta desigdame pareci6 muy probable. La
siguiente observacion aument6 después esta protzabilSuponiendo [que] su argumento
[es] cero hacia la época de las observacionesad®-Brahe, vi que Halley deberia haber
encontrado las alteraciones que indic6 al compasarobservaciones modernas con las
antiguas, mientras que la comparacion de las obsenes modernas entre si deberia
ofrecer alteraciones contrarias similares a laglo@as por Lambert en su comparacion.
No dudé entonces en desarrollar este largo y tediéksulo necesario para asegurarme de
esta desigualdad. Fue completamente confirmadaelpoesultado de este calculo, que
ademas me hizo reconocer un gran nimero de otsggudédades de las cuales la totalidad

ha inclinado las tablas de Jupiter y Saturno adaipion de las mismas observaciones.

Fue, una vez mas, por medio del célculo de prtidabies que reconoci la notable
ley de los movimientos medios de los tres primaaiglites de Jupiter, de acuerdo con la
cual la longitud media del primero menos tres veaedel segundo mas dos veces la del
tercero es rigurosamente igual a la media circenfga. La aproximacion con la cual los
movimientos medios de estas estrellas satisfadariegsdesde su descubrimiento indica su
existencia con una probabilidad extrema. Entoncsgue su causa en su accion mutua. El
examen en busca de esta accion me convencio deraseaficiente con que al principio las
proporciones de sus movimientos medios se hubigapgoximado a esta ley dentro de
ciertos limites, porque su accion mutua la habfabéscido y mantenido rigurosamente.

Asi, estos tres cuerpos se equilibraran entreesia@hente en el espacio de acuerdo con la

61



ley precedente, a menos que causas extrafas, csnuiinetas, cambien de pronto sus

movimientos sobre Japiter.

En consecuencia, se ve qué tan necesario esagstdo a las indicaciones de la
naturaleza cuando son el resultado de un gran mideopbservaciones, aunque en otros
aspectos puedan ser inexplicables por medios abmscia extrema dificultad de los
problemas relativos al sistema del mundo ha obtigados gedmetras a recurrir a la
aproximacion, que siempre deja lugar al miedo delgs cantidades desatendidas puedan
tener una influencia apreciable. Una vez advertidiess esta influencia por las
observaciones, han recurrido a su analisis, ycifimarlo siempre han encontrado la causa
de las anomalias observadas; han determinado ylas {ea menudo han anticipado las
observaciones al descubrir las desigualdades guen@athabia indicado. Asi, uno puede
decir que la propia naturaleza ha coincidido gueldeccion analitica de las teorias basadas
sobre el principio de gravedad universal, y esteresni opinion una de las pruebas mas

fuertes de la verdad de este admirable principio.

En los casos recién considerados, la solucioriteaatle la cuestion ha cambiado la
probabilidad de las causas en certeza. Pero lariaage las veces esta solucion es
imposible, y s6lo queda aumentar mas y mas estaapilad. Entre las numerosas e
incalculables modificaciones que la accion de estassas recibe desde circunstancias
extrafas, estas causas siempre conservan, corfeld®seobservados, las proporciones
adecuadas como para hacerlas reconocibles y aergic existencia. Al determinar estas
proporciones y al compararlas con un gran nimerobgervaciones si uno encuentra que
constantemente lo satisfacen, la probabilidad dectusas puede aumentar al punto de
igualar la de los hechos con respecto a aquelltsestos que no haya duda. La
investigacion de estas proporciones de causas efexttes no es menos util en la filosofia
natural que la solucion directa de problemas, ya a verificar la realidad de estas
causas o para determinar las leyes desde sus ®fgatgue puede emplearse en un gran
namero de cuestiones cuya solucion directa no siblpp remplazando a ésta del modo
mas ventajoso. Discutiré aqui la aplicacion queslte he hecho a uno de los fenédmenos

mas interesantes de la naturaleza, el flujo yfieljoedel mar.
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Pline ha dado a este fendbmeno una descripcidbleop@r su exactitud, y en ella
uno ve que los antiguos habian observado que lesamde cada mes son mayores hacia
las sizigias y menores hacia las cuadraturas; gqunerayores en los perigeos que en los
apogeos de la luna, y mayores en los equinoccie®nuos solsticios. De esto concluyeron
gue este fendmeno se debe a la accion del solupdasobre el mar. En el prefacio de su
trabajoDe Stella Martis Kepler admite una tendencia de las aguas delhanda la luna,
pero, ignorando la ley de esta tendencia, sélo mlatoa este tema una idea probable.
Newton convirtid en certeza la probabilidad de edéa al unirla a su gran principio de
gravedad universal. Ofrecio la expresion exactiasléuerzas de atraccion que producian el
flujo y el reflujo del mar, y con el fin de detemar los efectos supuso que el mar toma en
cada instante la posicion de equilibrio que cortaiaron estas fuerzas. De esta manera
explicd los principales fendbmenos de las mareas) fde esta teoria se seguia que en
nuestros puertos las dos mareas del mismo dianseig desiguales si el sol y la luna
tuviesen una gran declinacion. En Brest, por ejemisl marea de la tarde seria en las
sizigias de los solsticios alrededor de ocho vetagor que la marea de la mafana, lo que
es ciertamente contrario a las observaciones queban que estas dos mareas son casi
iguales. Este resultado de la teoria newtonianagedler para la suposicion de que el mar
es conforme en cada instante con una posicion diibegp, una suposicion que no es
admisible en absoluto. Pero la investigacion destdadera figura del mar presenta grandes
dificultades. Auxiliado por los descubrimientosiéachechos por los gedmetras en la teoria
del movimiento de fluidos y en el calculo de diferi@s parciales, llevé a cabo esta
investigacion y ofreci las ecuaciones diferencidielsmovimiento del mar suponiendo que
cubre toda la Tierra. Al trazar asi de cerca aalamaleza, tuve la satisfaccion de ver que
mis resultados se aproximaron a las observacioegecialmente con respecto a la
pequefa diferencia que existe en nuestros puemntos las dos mareas de las sizigias del
solsticio del mismo dia. Encontré que serian igusiel mar tuviese la misma profundidad
en todas partes, y también que, al dar a estamiofad valores convenientes, uno podia
aumentar la altura de las mareas en un puerto de ocancordante con las observaciones.
Pero estas investigaciones, a pesar de su gemrehal satisficieron en absoluto las
grandes diferencias que en este aspecto se pregeciteso entre puertos adyacentes, y que

prueban la influencia de circunstancias locales. itoposibilidad de conocer estas
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circunstancias, asi como la irregularidad de lasncas maritimas y la de integrar las
ecuaciones de diferencias parciales que son rattime ha obligado a componer la
deficiencia por el método que he sefialado antemnEes me esforcé en determinar las
mayores proporciones posibles entre las fuerzasafpetan todas las moléculas del mar,
asi como sus efectos observables en nuestros puétéma esto recurri al siguiente

principio, que puede aplicarse a muchos otros femds

“El estado del sistema de un cuerpo en el quedesaparecido las condiciones
primitivas del movimiento por las resistencias ¢as que éste se encuentra es periodico

como las fuerzas que lo animan.”

Combinando este principio con el de la coexistede oscilaciones muy pequeias,
he encontrado una expresion de la altura de lasasaiuyas arbitrariedades contienen el
efecto de circunstancias locales de cada puerttéyn eeducidas al menor nimero posible;

s6lo es necesario compararla con un gran nimesbstrvaciones.

Por invitacion de la Academia de Ciencias, seehiti observaciones a comienzos
del ultimo siglo en las mareas de Brest, que caation durante seis afios consecutivos. La
situacion de este puerto es muy favorable para tgetede observaciones, ya que se
comunica con el mar por un canal que se vacia anvasta rada en el otro extremo de
donde ha sido construido el puerto. Las irreguéattes del mar se extienden de este modo
s6lo a un pequefio grado en el puerto, justo corsookxilaciones que produce el
movimiento irregular de wun recipiente en un bar@dmedisminuyen por un
estrangulamiento hecho en el tubo de este instiem@aemas, siendo considerables las
mareas en Brest, las variaciones accidentales dasig#or los vientos son muy deébiles;
también notamos en las observaciones de estas snaigaimportar qué tan poco las
multipliqguemos, una gran regularidad que me indujproponer al gobierno que en este
puerto ordene una nueva serie de observacioneasdmareas, continuando durante un
periodo del movimiento de los nodos de la Orbitaatu Esto se ha hecho. Las
observaciones comenzaron el 1 de junio de 180@sgielentonces se han hecho cada afio
ininterrumpidamente. Debo al infatigable entusiasded Sr. Bouvard, para todos los
intereses astrondmicos, los inmensos céalculos qudemandado la comparacion de mi

analisis con las observaciones. Se han ocupadiedive de seis mil observaciones, hechas
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durante el afio de 1807 y en los quince que siguidde esta comparacion resulta que mis
formulas representan, con una precision notabléastdas variedades de las mareas
relativas a la digresion de la luna, desde el &d§ declinacion de estas estrellas, a sus
distancias desde la Tierra, y a las leyes de variaan elmaximoy minimode cada uno de
estos elementos. De este acuerdo resulta una prdadlde que el flujo y el reflujo del
mar se deban a la atraccion del sol y la luna apndose tanto a la certeza que no deba
caber lugar para duda razonable alguna. Cambiatezaecuando consideramos que esta
atraccion deriva de la ley de gravedad universahadtrada por todos los fenOmenos

celestes.

La accion de la luna sobre el mar es mas del dmpidela del sol. Newton y sus
sucesores, al momento de desarrollar esta accidnpthesto atenciéon Unicamente en los
términos divididos por el cubo de la distancia @elsdluna a la Tierra, juzgando que los
efectos debidos a los siguientes términos debesgarinapreciables. Pero el célculo de
probabilidades nos hace claro que los efectos regagfios de causas regulares pueden
manifestarse en los resultados de un gran nimeabskrvaciones dispuestas en el orden
mas apropiado para indicarlas. Este céalculo determina vez mas, tanto su probabilidad
como hasta qué punto es necesario multiplicar bser@aciones como para hacerlas muy
vastas. Aplicandolo a las numerosas observaciasestidias por el Sr. Bouvard, reconoci
gue en Brest la accién de la luna sobre el mara®nen las lunas llenas que en las lunas
nuevas, y mayor cuando la luna es austral que ouesdoreal — fendbmenos que pueden
resultar solamente a partir de los términos ded#a lunar dividida por la cuarta potencia

de la distancia desde la luna a la Tierra.

Para llegar al océano, la accién del sol y la lath@aviesa la atmdésfera, que
consecuentemente debe sentir su influencia y ssjata a movimientos similares a los del

mar.

Estos movimientos producen oscilaciones periodécaesl barometro. El analisis ha
dejado claro para mi que son inapreciables en mnmsestmbientes. Pero como las
circunstancias locales aumentan considerablemastanireas en nuestros puertos, he
indagado si circunstancias similares han hecho cegiles estas oscilaciones del

barémetro. Para esto he hecho uso de las obsameacmeteoroldgicas que se han hecho
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cada dia por muchos afios en el observatorio res. dlturas del barometro y del
termdmetro se observan ahi a las nueve de la madidastres de la tarde, y a las once de
la noche. ElI Sr. Bouvard ha querido disponer en registros el estudio de las
observaciones de los ocho afos transcurridos de#sbiele octubre de 1815 hasta el 1 de
octubre de 1823. Al disponer las observacionesrdglo mas apropiado para indicar el
flujo atmosférico lunar en Paris, encuentro soOla dieciochava parte de un milimetro para
la extensidon de la correspondiente oscilacion debrinetro. Es especialmente esto lo que
nos ha hecho sentir la necesidad de un método qeteaminar la probabilidad de un
resultado, y sin este método uno se ve forzadeseptar, como leyes de la naturaleza, los
resultados de causas irregulares que han sucedidenado en la meteorologia. Este
método, aplicado al resultado anterior, muestransertidumbre a pesar del gran nimero
de observaciones empleadas, y seria necesario &utasmpor diez veces para obtener un
resultado suficientemente probable.

El principio que sirve como base para mi teoridademareas puede extenderse a
todos los efectos del azar a los cuales se unesasatariables de acuerdo con leyes
regulares. La accion de estas causas produce egsldtados medios de un gran nimero de
efectos variedades que siguen las mismas leyeg yiop puede reconocer por el analisis
de probabilidades. En la medida en que son mu#gbs estos efectos, tales variedades se
manifiestan con una probabilidad cada vez mayoe, $p1aproximaria a la certeza si el
numero de los efectos de los resultados se hioifiséo. Este teorema es analogo al que
ya he desarrollado sobre la accién de causas obestd&ntonces, siempre que una causa
cuyo progreso es regular pueda tener influencieesa tipo de eventos, podemos intentar
descubrir su influencia al multiplicar las obseigaes y al disponerlas en el orden mas
adecuado para indicarla. Cuando esta influenci@cpamanifestarse por si misma, el
analisis de probabilidades determina la proballlidia su existencia y de su intensidad; asi,
la variacion de la temperatura del dia a la nocbdificando la presion de la atmosfera y
consecuentemente la altura del barometro, es hapaemasar que las observaciones
multiplicadas de estas alturas deben mostrar laeinfia del calor solar. De hecho, en el
ecuador se ha reconocido desde hace mucho tieropde cesta influencia parece ser la
mayor, una pequefia variacion diurna en la alturba®metro de la cual edaximoocurre

alrededor de las nueve de la mafiana ynilimo alrededor de las tres de la tarde. Un
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segundanaximoocurre alrededor de las once de la noche y umseguinimoalrededor

de las cuatro de la mafiana. Las oscilaciones dediae son menores que las del dia, cuya
extension es de alrededor de dos milimetros. Lanstancia de nuestro clima no ha
tomado esta variacion de nuestros observadoreguayuede ser menos apreciable que en
los trépicos. El Sr. Ramond la ha reconocido ymetegado en Clermont, el principal lugar
del distrito de Puy-de-Ddéme, por una serie de oas#nes precisas hechas durante varios
afos; incluso ha encontrado que es menor en lossnaesinvierno que en otros meses. Las
numerosas observaciones que he discutido con etidirestimar la influencia de las
atracciones del sol y la luna sobre las alturasrbétricas en Paris me han servido para
determinar su variacion diurna. Comparando lagadtae las nueve de la mafiana con
aguellas de los mismos dias a las tres de la tasfa,variacion se manifiesta con tanta
evidencia que su valor medio ha sido constantenmdiivo cada mes para cada uno de
los setenta y dos meses desde el 1 de enero deha8te/el 1 de enero de 1823; su valor
medio en estos setenta y dos meses ha sido c@s3 de un milimetro, un poco menor que
en Clermont y mucho menor que en el ecuador. Henmeido que el resultado medio de
las variaciones diurnas del barémetro de 9 de ldame a 3 de la tarde ha sido solo de
0.5428 de un milimetro en los tres meses de noviendiciembre, y enero, y que se ha
elevado a 1.0563 milimetros en los tres meses esitrs, |0 que coincide con las

observaciones del Sr. Ramond. Los otros mesesreocnf nada similar.

Con el fin de aplicar a estos fendmenos el caldaelestas probabilidades, comencé
por determinar la ley de la probabilidad de lasnaaléas de la variacion diurna debida al
azar. Aplicandola a las observaciones de este fenénencontré que era una apuesta de
mas de 300,000 contra uno que fuese producido per aausa regular. No intenté
determinar esta causa; me contenté con estable@xistencia. El periodo de la variacion
diurna regulado por el dia solar indica evidentamene esta variacion se debe a la accion
del sol. La extrema pequerfiez de la accion atradéVaol sobre la atmdsfera se prueba por
la pequefiez de los efectos debidos a las atrasciomdas del sol y la luna. Es entonces
por la accién de su calor que el sol produce laaw@n diurna del barémetro, pero es
imposible someter al calculo los efectos de sudacsobre la altura del barémetro y sobre
los vientos. La variacion diurna de la aguja magaées ciertamente un resultado de la

accion del sol. Pero, ¢actia esta estrella aqud eonta variacion diurna del barémetro por
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su calor o por su influencia sobre la electriciglaabbre el magnetismo, o finalmente por la
union de estas influencias? Una gran serie de wisenes hechas en distintos paises nos

permitiria percibir esto.

Uno de los fendmenos mas notables del sistemandedo es el de todos los
movimientos de rotacidén y de revolucién de los etas y los satélites en el sentido de la
rotacion del sol y aproximadamente en el mismo @@ su ecuador. Un fenbmeno tan
notable no es efecto del azar: indica una causargeque ha determinado todos sus
movimientos. Con el fin de obtener la probabilidamh la que esta indicada esta causa,
observaremos que el sistema planetario, tal coosoiocemos hoy en dia, estd compuesto
de once planetas y de al menos dieciocho satéBteafribuimos, con Herschel, seis
satélites a Urano. Los movimientos de la rotaciérsdl, de seis planetas, de la luna, de los
satélites de Jupiter, del anillo de Saturno, ymle de sus satélites, ya han sido reconocidos.
Estos movimientos forman, junto con los de revdingciuna totalidad de cuarenta y tres
movimientos dirigidos en el mismo sentido; pero usrecuentra, por el analisis de
probabilidades, que es una apuesta de méas de 4IWDO contra uno que esta
disposicién no sea resultado del azar; esto foemafecto, una probabilidad superior a la
de eventos historicos ante los cuales no exista @lglina. Entonces debemos creer al
menos con igual confianza que una causa primitiga dirigido los movimientos
planetarios, especialmente si consideramos queclmacion del mayor nimero de estos

movimientos en el ecuador solar es muy pequefa.

Otro fendmeno igualmente notable del sistema sedael pequefio grado de la
excentricidad de las 6rbitas de los planetas ys&iélites. Mientras que aquellas de los
cometas son muy alargadas, las Orbitas del sistemaofrecen ningunas sombras
intermedias entre una excentricidad grande y ug@aei&. Nos vemos forzados, una vez
mas, a reconocer el efecto de una causa regutatamiente, el azar no ha dado una forma
casi circular a las oOrbitas de todos los planetaasysatélites, y es entonces que la causa
gue ha determinado los movimientos de estos cudgsosa hecho casi circulares. Es
necesario, de nuevo, que las grandes excentrigdimitas 6rbitas de los cometas resulten
de la existencia de esta causa sin que ella hflyadmen la direccion de sus movimientos,

pues se encuentra que hay casi tantos cometagreetad como directos, y que la
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inclinacion media de todas sus orbitas a la el aproxima muy cerca de la mitad de un

angulo recto, como deberia de ser si los cuerpoie$en sido arrojados al azar.

Sea cual sea la naturaleza de la causa en cyegigue ha producido o dirigido el
movimiento de los planetas, es necesario que héygacado todos los cuerpos y
considerado todas las distancias que los sepauaaiephaber sido sélo un fluido de una
extension inmensa. Consiguientemente, para habedd® en el mismo sentido un
movimiento casi circular alrededor del sol, es sade que este fluido haya rodeado a esta
estrella como una atmosfera. La consideracion sienlavimientos planetarios nos conduce
entonces a pensar que, en virtud de un calor exgdaiatmosfera del sol originalmente se
extendio mas alla de las orbitas de todos los ang que gradualmente se ha contraido a

sus limites actuales.

En el estado primitivo donde imaginamos el sdk és asemejaba a las nebulosas
gue el telescopio nos muestra compuestas de uaa@s o menos brillante rodeado por
una nebulosa que, condensandose en la superfatie, tdansformarlo algin dia en una
estrella. Si por analogia uno concibe todas lazlkest formadas de esta manera, puede
imaginar su propio estado de nebulosidad antereeglido por otras estrellas en las que la
materia nebulosa era mas y mas difusa, el niakgmisimenos y menos luminoso y denso.
Volviendo tanto como sea posible, entonces unatlaga una nebulosidad tan difusa que

apenas podria sospechar de su existencia.

Tal es, en efecto, el primer estado de las nebslose Herschel observd con
especial cuidado por medio de sus potentes teles;open el que ha seguido el proceso
de condensacion no solo de una de ellas; estpaset®d nos son apreciables excepto
después de siglos, pero en su totalidad, justo @mm inmenso bosque uno puede seguir
el aumento de los arboles por los individuos daliasrsas edades que contiene el bosque.
Desde el comienzo ha observado materia nebulosarcedp en diversas masas en las
distintas partes de los cielos, de los cuales oampagran extension. En algunas de estas
masas ha visto esta materia ligeramente conderadetiedor de una o varias nebulosas
débilmente luminosas. En las otras nebulosas esiokos brillan, por otra parte, en
proporcion a la nebulosidad que los rodea. Al separlas atmodsferas de cada nucleo por

una condensacion ulterior, resultan las nebulosdsphes formadas de nucleos brillantes
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muy adyacentes y rodeadas cada una por una ataroafeeces la materia nebulosa, al
condensarse de modo uniforme, ha producido las losdsi llamadasplanetarias
Finalmente, un grado mayor de condensacion tramsféodas estas nebulosas en estrellas.
Las nebulosas clasificadas de acuerdo con estpgo#itsa filosofica indican con una
probabilidad extrema su futura transformacién etrekbas y el anterior estado de
nebulosidad de estrellas existentes. Las consideex que siguen vienen en ayuda de

pruebas trazadas desde estas analogias.

Por mucho tiempo, la particular disposicion detae estrellas visibles a simple
vista ha llamado la atencion de observadores fims®) Mitchel ya ha sefialado qué tan
improbable es que las estrellas de las Pleyadegj@mplo, hayan estado confinadas en el
estrecho espacio que las contiene solamente p@okbilidades del azar, y de ello ha
concluido que este grupo de estrellas y los grgposares que nos presenta el cielo son el
resultado de una causa primitiva o de una ley géderla naturaleza. Estos grupos son un
resultado necesario de la condensacion de lasosgsuén varios nucleos; es evidente que,
estando la materia nebulosa continuamente atraidb$ diversos ndcleos, con el tiempo
deben formar un grupo de estrellas igual al dePkyades. La condensacion de las
nebulosas en dos nudcleos forma similarmente esretiuy adyacentes, girando una
alrededor de la otra, iguales a aquellas cuyosotisps movimientos ya ha considerado
Herschel. Tales son, ademas, la sexagésimo prideria [constelacion] Cygnus y su
siguiente en la que Bessel recién ha reconocidamientos particulares tan considerables
y tan poco distintos que la proximidad de estazkss entre si y su movimiento alrededor
del centro comun de gravedad no deben dejar dgdaal Asi, uno desciende por grados
desde la condensacion de materia nebulosa a lalecexsion del sol rodeado primeramente
por una vasta atmosfera, una consideracion a lago®uelve, como ya se ha visto, por la
examinacion de los fendmenos del sistema solarcddn tan notable da a la existencia de

este estado anterior del sol una probabilidad aodase con fuerza a la certeza.

Pero, ¢como ha determinado la atmdsfera solamimgmientos de rotacion y
revolucion de los planetas y los satélites? Sisesterpos han penetrado profundamente la
atmosfera, su resistencia habria causado que cas@lee el sol; entonces uno es llevado a

creer con mucha probabilidad que los planetas itenfermados en los sucesivos limites
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de la atmésfera solar que, contrayéndose porceldebié haber abandonado en el plano de
su ecuador zonas de vapores que la mutua atrageidns moléculas ha transformado en
diversos esferoides. Los satélites han sido siméate formados por las atmdsferas de sus

respectivos planetas.

En mi Exposicion del Sistema del Mundwe desarrollado ampliamente esta
hipotesis, que me parece satisface todos los femdsrgue nos presenta este sistema. Aqui
me contentaré con considerar que la velocidad angid rotacién del sol y los planetas,
siendo acelerada por la condensacion sucesivasdamdsferas en sus superficies, deberia
superar la velocidad angular de revolucion de l@spos mas cercanos que giran alrededor
de ellos. En realidad, la observacién ha confirmesto con respecto a los planetas y los
satélites, e incluso en proporcion al anillo deuBat, cuya duracion de revolucion es de
0.438 minutos, mientras que la duracion de rotad@8aturno es de 0.427 minutos.

En esta hipoétesis, los cometas son extrafios tehssplanetario. Atribuyendo su
formacién a la de las nebulosas, pueden conside@so pequefias nebulosas en los
ndcleos, errando de sistemas a sistemas solafesmpdos por la condensacion de la
materia nebulosa esparcida con tanta profusion Bmigerso. Los cometas serian asi, en
relacién con nuestro sistema, como los aerolitosretativamente con la Tierra, a la que
parecerian extrafios. Cuando estas estrellas seenuékibles para nosotros, ofrecen una
semejanza tan perfecta con las nebulosas que adlmson confundidas con ellas, y es sélo
a partir de su movimiento, o a partir del conocimuoede todas las nebulosas confinadas en
aquella parte de los cielos donde aparecen, queegaimos distinguirlas. Esta suposicion
explica felizmente la gran extension que adquiéasrtabezas y las colas de los cometas a
medida que se acercan al sol, y la rareza extrengstds colas que, a pesar de su inmensa
profundidad, en absoluto debilitan apreciableméntaz de las estrellas que vemos al otro
lado.

Cuando las nebulosas pequefias entran en aquetl gl espacio donde la
atraccion del sol es predominante, y que llamardmesfera de actividade esta estrella,
las fuerza a describir Orbitas elipticas o hipaedaél Pero al ser su velocidad igualmente
posible en todas direcciones, deberian moversstindimente en todos los sentidos y bajo

todas las inclinaciones de la eliptica, lo que cenda con lo que se ha observado.
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La gran excentricidad de las orbitas cometariasilte también de la hipotesis
anterior. En efecto, si estas orbitas son elipteais muy alargadas, ya que sus grandes ejes
son al menos iguales al radio de la esfera deidathdel sol. Pero estas oOrbitas pueden ser
hiperbdlicas, y si los ejes de estas hipérbolasaro muy grandes en proporcion con la
distancia media del sol a la Tierra, el movimiet¢olos cometas que los describe parecera
sensiblemente hiperbdlico. Sin embargo, de los cienetas sobre los que ya tenemos sus
elementos, ciertamente ninguno parece moverse &miparbola. Es necesario, pues, que
las posibilidades que dan una hipérbola apreciagaen extremadamente raras en

proporcion con las posibilidades contrarias.

Los cometas son tan pequefios que, para haceibkesjissu distancia perihélica
deberia ser insignificante. Hasta el presente, distancia ha superado sélo dos veces el
diametro de la orbita terrestre, y mas a menudedstado por debajo del radio de esta
orbita. Se concibe que, para acercarse tan cefsldsu velocidad en el momento de su
entrada en su esfera de actividad debe tener ugaiton y una direccion confinadas
dentro de limites estrechos. Al determinar, paargllisis de probabilidades, la proporcion
de las posibilidades que, en estos limites, darhipgabola apreciable con las posibilidades
gue dan una o6rbita que puede confundirse con uré@ga, he encontrado que es una
apuesta de al menos 6000 contra uno que una nalylespenetra en la actividad del sol
de modo tal que sea observada describa una elipgealargada o una hipérbola. Por la
magnitud de su eje, la Ultima sera apreciablemeortéundida con una parabola en la parte
gue es observada; entonces no es sorprendentdagta, este momento, no hayan sido

reconocidos movimientos hiperbolicos.

La atraccion de los planetas y, quiza tambiémesistencia de los centros etéreos,
debieron haber cambiado muchas Orbitas cometaritaseslipses cuyo gran eje es menor
gue el radio de la esfera de actividad del sajjule aumenta las posibilidades de las érbitas
elipticas. Podemos creer que este cambio ha téunj@do con el cometa de 1759 y con el
cometa cuya duracion es de solo mil doscientos, afiges reaparecera sin cesar en este
corto intervalo a menos que la evaporacion queesricalen cada uno de sus regresos con

el perihelio termine por hacerlo invisible.
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También podemos verificar, con la ayuda del asdlde probabilidades, la
existencia o la influencia de ciertas causas cuwy@da se cree que existe sobre seres
organizados. De todos los instrumentos que podeerplear para reconocer los
imperceptibles agentes de la naturaleza, los m@sbses son los nervios, especialmente
cuando causas particulares incrementan su sedathiliEs con su ayuda que se ha
descubierto la débil electricidad que desarrollaogitacto de dos metales heterogéneos, y
esto ha abierto un vasto campo a las investigagideelos fisicos y los quimicos. Los
singulares fenomenos que resultan de la extrenmsibdedad de los nervios en algunos
individuos han dado nacimiento a diversas opiniaodse |la existencia de un nuevo agente
gue ha sido llamadanagnetismo animalrespecto a la accién sobre el magnetismo
ordinario, respecto a la influencia del sol y laduen algunas afecciones nerviosas, y
finalmente respecto a las impresiones que hacdmr Eeproximidad de metales o el agua
corriendo. Es natural pensar que la accion de estasas es muy débil, y que puede
perturbarse facilmente por circunstancias accidesitasi, no deberia ser negada por el
hecho de que en algunos casos no se manifiesteselu. Estamos tan lejos de reconocer
todos los agentes de la naturaleza y sus diverso®srde accion que seria antifilosofico
negar los fendmenos solamente porque son inexpdkan el estado actual de nuestro
conocimiento. Pero debemos examinarlos con unaiétetanto mas escrupulosa cuanto
parezca mas dificil admitirlos, y es aqui que dtuwié de probabilidades se vuelve
indispensable al determinar justo hasta qué puteeesario multiplicar las observaciones
o las experiencias para obtener a favor de lostegeue indican una probabilidad superior

a las razones que pueden obtenerse en otra peatag@admitirlos.

El célculo de probabilidades puede hacer aprezsadas ventajas y los
inconvenientes de los métodos empleados en lasi@seespeculativas. Asi, para reconocer
el mejor de los tratamientos en uso en la curad®mna enfermedad, es suficiente con
probar cada uno de ellos en un igual nimero deepts, haciendo que todas las
condiciones sean exactamente similares; la suptatidel tratamiento mas ventajoso se
manifestara mas y mas a medida que aumente el aamex calculo hard evidente la
correspondiente probabilidad de su ventaja y lp@moén de acuerdo con la cual es

superior a los otros [tratamientos].
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CAPITULO X
APLICACION DEL CALCULO DE PROBABILIDADES

A LAS CIENCIAS MORALES

Acabamos de ver las ventajas del andlisis de piladedes en la investigacion de
las leyes de los fendbmenos naturales cuyas caosagesconocidas o tan complicadas que
sus resultados no pueden someterse al calculoeEstecaso de casi todos los asuntos de
las ciencias morales. En las instituciones humanisyen tantas causas imprevistas,
ocultas o inapreciables, que es imposible juagariori los resultados. La serie de eventos
provocados por el tiempo desarrolla estos resudtadindica los medios para remediar
aquellos que son perjudiciales. A este respectmséiecho leyes sabias, pero como hemos
descuidado la conservacion de sus motivos, muciiassido abrogadas por indtiles, y el
hecho de que las experiencias vejatorias hayarvadonosu necesidad debi6é de haberlas
restablecido.

Es muy importante conservar en cada rama de |anetracion publica un registro
exacto de los resultados que han producido losrgbge medios utilizados, y que
constituyen tantisimas experiencias hechas a gealaepor los gobiernos. Apliqguemos a
las ciencias politicas y morales el método encdoten la observacién y en el célculo, el
método que nos ha servido tan bien en las ciemaagales. No ofrezcamos, en lo méas
minimo, una resistencia inatil y a veces peligradas inevitables efectos del progreso del
conocimiento, sino que cambiemos, solo con unagntid extrema, nuestras instituciones
y los usos a los que por tanto tiempo nos hema®onoado. Por la experiencia del pasado,
bien deberiamos conocer las dificultades que ptasepero ignoramos la extension de los
males que puede producir su cambio. Ante esta amie@, la teoria de la probabilidad nos
conduce a evadir todo cambio, especialmente aguglle tanto en el mundo moral como

en el fisico nunca operan sin una gran perdidaeea vital.

El célculo de probabilidades ya ha sido aplicaxitoeamente a varios asuntos de

las ciencias morales. Presentaré aqui los prirespakultados.
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CAPITULO XI

ACERCA DE LAS PROBABILIDADES DE LOS TESTIMONIOS

Estando la mayoria de nuestras opiniones funddata $ probabilidad de pruebas,
resulta importante someter ésta al célculo. Lasas;o8s cierto, a veces se vuelven
imposibles por la dificultad de apreciar la veradidie los testigos y por el gran nimero de
circunstancias que acomparfan los hechos sobreiéodan fe; pero en varios casos uno es
capaz de resolver los problemas que tengan muetiagéa con las cuestiones propuestas y
cuyas soluciones pueden considerarse como aproginegcadecuadas para guiarnos y
defendernos en contra de los errores y los peligeb$also razonamiento al cual estamos
expuestos. Una aproximacion de este tipo, cuand@ce bien, siempre es preferible a los
razonamientos mas especiosos. Intentemos, entafoeser algunas reglas generales para

obtenerla.

Se ha sacado un solo nimero de una urna que r@mtig de ellos. Un testigo de
esta extraccion anuncia que el numero sacado €X¥®,ely nos preguntamos por la
probabilidad de sacar este numero. Supongamosageriencia nos ha hecho saber que

este testigo engafia una de cada diez veces, dequeda probabilidad de su testimonio es
%. Aqui el evento observado es el testigo acreditasuie se saca el niamero 79. Este

evento puede resultar de las siguientes dos hipotpse el testigo pronuncie la verdad o
gue engafe. Siguiendo el principio ya expuestoestdiprobabilidad de causas trazada
desde eventos observados, es necesario primenondeiea priori la probabilidad del

evento en cada hipoétesis. En la primera, la prdidadide que el testigo anuncie el nimero

79 es la propia probabilidad de sacar este nﬂmeto,esﬁ. Es necesario multiplicarlo

por la probabilidadlg—0 de la veracidad del testigo; entonces uno tqul%(% como la
probabilidad del evento observado en esta hipot&sigl testigo engafia, no se saca el
namero 79, y la probabilidad de este cas?gf(e?(;s Pero para anunciar la extraccion de este

namero el testigo tiene que elegirlo entre los A@/eros no sacados, y como se supone

gue no tiene motivo de preferencia para unos eml&exros, la probabilidad de que elija el

namero 79 esg%; multiplicando, pues, esta probabilidad por laegot, tendremoslﬁ
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como la probabilidad de que el testigo anuncietahero 79 en la segunda hipotesis. Es

necesario, de nuevo, multiplicar esta probabiliﬂad% de la propia hipoétesis, lo que da

1
10000

como la probabilidad del evento relativa a esgoteisis. Ahora, si formamos una

fraccion cuyo numerador es la probabilidad relatevala primera hipotesis y cuyo

denominador es la suma de las probabilidades velatilas dos hipotesis, por el sexto
principio tendremos la probabilidad de la primeigdtesis, y esta probabilidad s%%é es

decir, la propia veracidad del testigo. Esta egsligente la probabilidad de la extraccidon

del nimero 79. La probabilidad de la falsedad eido y del fracaso en sacar este nimero
1
es—.
10
Si el testigo, deseando engafar, tiene algunésiten elegir el nimero 79 de entre

los numeros no sacados — si juzga, por ejemplq, ltpldendo puesto sobre este nimero
una apuesta considerable, el anuncio de su exdracaumentara su crédito — la

.- .. ., , . .. 1 . 11
probabilidad de que elija este nimero ya no semgocal principio,, sino que serg, -,
. . L, . ., . 1

etc., dependiendo del interés que tenga en anusiaxtraccion. Suponiendo que sea

sera necesario multiplicar por esta fraccion Iebpniiidad% con el fin de obtener en la
hipotesis de la falsedad la probabilidad del evebservado, la cual sigue siendo necesario
multiplicar porl—lo, lo que dal(l)% como la probabilidad del evento en la segundatégis
Entonces la probabilidad de la primera hipotesisleola extraccion del namero 79, se
reduce, por la regla precedentel%g Entonces se ve muy disminuida por la considenacio
del interés que pueda tener el testigo en anuteciextraccion del numero 79. En realidad,

este mismo interés aumenta la probabili%e\de gue el testigo diga la verdad si se saca el
namero 79. Pero esta probabilidad no puede extaderidad 01—3; asi, la probabilidad de
la extraccion del namero 79 no supervlalczglél El sentido comun nos dice que este interés

debe inspirar desconfianza, pero el célculo apsciafluencia.

La probabilidada priori del nUmero anunciado por el testigo es la unideidida

entre el nimero de los nimeros en la urna; cambigireud de la prueba en la propia
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veracidad del testigo, y entonces puede verse wlisda por la prueba. Si, por ejemplo, la

. , 1 - N
urna contiene solamente dos numeros, lo que damo la probabilidadh priori de la

., . . . . . 4 .,
extraccion del numero 1, y si la veracidad de stige que la anuncia es, esta extraccion

se vuelve menos probable. En realidad es evidgatgue el testigo tiene entonces mas

inclinacion hacia una falsedad que hacia la verdaeé, su testimonio ha de decrecer la
probabilidad del hecho pronunciado cada vez que gstbabilidad iguale o supere%a
Pero si hay tres numeros en la urna, la probabikdgariori de la extraccion del nimero 1

. ., . . 1
aumenta por la afirmacion de un testigo cuya vdeatsupere 2

Supongase ahora que la urna contiene 999 bolaasngguna bola blanca, y que,
habiendo sido sacada una bola, un testigo de taceibn anuncia que esta bola es blanca.

La probabilidad del evento observado, determiraghaiori en la primera hipoétesis, sera

. . g . 9 ., . .
aqui como en la cuestion precedente, 'gu%'anE' Pero en la hipotesis donde el testigo

~ . 999 .
engafia, la bola blanca no es sacada y la probadbiie este caso es. Es necesario

multiplicarla por la probabilidag}a de la falsedad, lo que ell(%% como la probabilidad del

evento observado relativa a la segunda hipétestis. fitobabilidad fue de s% en la

cuestion anterior; esta gran diferencia result@ste: que, habiendo sido sacada una bola
negra, el testigo que desea engafar no tiene rangleccion que hacer de entre las 999
bolas no sacadas con el propdsito de anunciarttaceion de una bola blanca. Ahora, si

uno forma dos fracciones cuyos numeradores sorpraisabilidades relativas a cada

hipotesis y cuyo denominador comun es la suma @ @sobabilidades, uno tendf(;%;

como la probabilidad de la primera hipotesis yalextraccion de una bola blanca—g'—l,_gogg8

como la probabilidad de la segunda hipétesis yadextracciéon de una bola negra. Esta

ultima probabilidad se acerca fuertemente a laezarty se acercaria mucho mas y se

, 999999 . . .
voIverlam si la urna contuviese un millon de bolas de laslasiuna fuese blanca,

volviéndose mucho mas extraordinaria la extracd®mna bola blanca. Vemos, asi, coémo
la probabilidad de la falsedad aumenta en la medidajue el hecho se vuelve mas

extraordinario.
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Hasta ahora hemos supuesto que el testigo nouseoeq en absoluto, pero si uno
admite la posibilidad de su error el evento exttemario se vuelve mas improbable.
Entonces, en lugar de las dos hipoétesis, uno tdadrsiguientes cuatro: la del testigo que
no engafia y no se equivoca en absoluto; la defjdeqtie no engafia en absoluto y se
equivoca,; la del testigo que engafia y no se eqaign@bsoluto, y finalmente la del testigo
gue engafia y se equivoca. Determinaad@riori en cada una de estas hipotesis la
probabilidad del evento observado, por el sextocgio encontramos que la probabilidad
de que el hecho atestiguado sea falso es iguah &raccion cuyo numerador es el nUmero
de bolas negras en la urna multiplicado por la sdenkas probabilidades de que el testigo
no engafie en absoluto y esté equivocado, 0 qudiengao esté equivocado, y cuyo
denominador es este numerador aumentado por la dantas probabilidades de que el
testigo no engafie en absoluto y no esté equivoeadabsoluto, o que engafie y esté
equivocado al mismo tiempo. A partir de esto veuss, si el nimero de bolas negras en
la urna es muy grande, lo que hace que la extrac®da bola blanca sea extraordinaria, la
probabilidad de que el hecho atestiguado no sedastero se aproxima casi hasta la

certeza.

Aplicando esta conclusion a todos los hechos erdnaarios, resulta de ella que la
probabilidad del error o de la falsedad del testigovuelve mucho mayor a medida que el
hecho atestiguado sea mas extraordinario. Alguntises han expuesto lo contrario sobre
la base de que, siendo la vision de un hecho egtiresio perfectamente similar a la de un
hecho ordinario, los mismos motivos deberian llieoara dar al testigo el mismo crédito
cuando afirma uno u otro de estos hechos. El semtmmin rechaza tan extrafia
afirmacion, pero el calculo de probabilidades jethpo que confirma las conclusiones del
sentido comun, aprecia la mayor improbabilidadadetéstimonios con respecto a hechos
extraordinarios.

Estos autores insisten y suponen dos testigotmegu#e dignos de confianza, de los
cuales el primero da fe de haber visto a un indwichuerto hace quince dias a quien el
segundo testigo afirma haber visto ayer lleno da.MUno u otro de estos hechos no ofrece
improbabilidad. La reserva del individuo es un leslo de su combinacion; pero los

testimonios no nos llevan en absoluto directamantste resultado, aunque el crédito
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debido a estos testimonios no deberia decreceelpbecho de que el resultado de su

combinacion sea extraordinario.

Pero si la conclusion que resulta de la combimaaé los testimonios fuese
imposible, uno de ellos seria necesariamente falsm una conclusion imposible es el
limite de conclusiones extraordinarias, asi comarebr es el limite de conclusiones
improbables. El valor de los testimonios que sdweueero en el caso de una conclusion
imposible deberia entonces decrecer mucho en sb][cke una conclusién extraordinaria.

Esto se confirma, en efecto, por el calculo de abdidades.

Para hacer esto evidente consideremos dos urngs3,Ade las cuales la primera
contiene un millon de bolas blancas y la segundanilidn de bolas negras. Uno saca de
una de estas urnas una bola que pone de vueltactralurna de la cual uno saca después
una bola. Dos testigos, uno de la primera extracgiotro de la segunda, atestiguan que la
bola que han visto extraida es blanca sin indigaurha de la que ha sido sacada. Cada
testimonio, tomado por si solo, no es improbablesyfacil ver que la probabilidad del
hecho atestiguado es la propia veracidad del tesfgro de la combinacion de los
testimonios se sigue que en la primera extraccdsido sacada una bola blanca de la urna
Ay que después de puesta en la urna B reapaned®dsegunda extraccion, lo que es muy

extraordinario, pues para esta segunda urna, gentBnentonces una bola blanca entre un
11 2 . 1 .
millén de bolas negras, la probabilidad de sacdrola blanca em.l Con el fin de

determinar la disminucion que resulta en la prdizd de la cosa anunciada por los dos

testigos, debemos notar que aqui el hecho obserstipafirmacion de cada uno de ellos
de que la bola que ha visto extraida es blancaeRBeptemos pel% la probabilidad de que

anuncia la verdad, que puede ocurrir en el casepte cuando el testigo no engafia y no se
equivoca en absoluto, y cuando engafia y se equalaoegsmo tiempo. Uno puede formar

las siguientes cuatro hipétesis:

Primera EIl primero y el segundo testigo dicen la verdaattonces una bola blanca

ha sido primeramente sacada de la urna A, y laghibtdad de este evento iesya que la

1 Es claro que, al igual que con otros ejemplosramés de este tipo, la urna B debié haber sidtadgiuna
vez introducida la bola blanca para que resulpgdaabilidad calculada por Laplace. Nota del Traaluc
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bola sacada en la primera extraccion podria halser sacada de una u otra urna.

Consecuentemente la bola sacada, puesta en laBurha reaparecido en la segunda

extraccion; la probabilidad de este event%%éﬁ, y entonces la probabilidad del hecho

anunciado em. MultiplicAndola por el producto de las probatﬁﬁtdas% yf—o de que

los testigos digan la verdad uno te% como la probabilidad del evento observado

en esta primera hipoétesis.

SegundakEl primer testigo dice la verdad y el segundoy@sea porque engafa y

no estd equivocado o porque no engafia y esta equiwoEntonces una bola blanca ha
. . . - 1
sido sacada de la urna A en la primera extracgida, probabilidad de este evento-es

Después, una vez puesta esta bola en la urna 8idtvasacada una bola negra de ella; la
- .. 1000000 . 1000000 T
probabilidad de tal extraccion es——— Y entonces uno tiere——- como la probabilidad

del evento compuesto. Multiplicandola por el pradute las dos probabilidad??osy% de

. . . » 9000000
gue el primer testigo diga la verdad y el segundp uno tendram como la

probabilidad para el evento observado en la seghipdéesis.

Tercera El primer testigo no dice la verdad y el segusdoEntonces una bola
negra ha sido sacada de la urna B en la primeraceiin, y después de haber sido puesta

en la urna A ha sido sacada una bola blanca delallprobabilidad del primero de estos

1 1000000 -
eventos eg y la del segundo es -, entonces la probabilidad del evento compuesto es
1000000

2000002

. Multiplicandola por el producto de las probatﬂﬁtdas% y 19—0 de que el primer

testigo no diga la verdad y el segundo si, unoréert—=_ como la probabilidad del

200000200

evento observado relativo a esta hipotesis.

Cuarta Finalmente, ninguno de los testigos dice la wréatonces una bola negra
ha sido sacada de la urna B en la primera extnacgidespués, una vez puesta en la urna

A, ha reaparecido en la segunda extraccion; lagmitibad de este evento compuesto es

1
2000002°

MultiplicAndola por el producto de las probakiiﬁtdas% y% de que ningun testigo
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. ;1 -
diga la verdad, uno tendm como la probabilidad del evento observado en esta

hipotesis.

Ahora, con el fin de obtener la probabilidad dectsa anunciada por los dos
testigos, a saber, que una bola blanca ha siddaa&racada extraccion, es necesario dividir

la probabilidad correspondiente a la primera higiétentre la suma de las probabilidades

. ., . . 81 -
relativas a las cuatro hipotesis; y entonces ueeti——— para esta probabilidad, una

fraccion extremadamente pequefia.

Si los dos testigos afirman lo primero, que ha siacada una bola blanca de una de
las dos urnas Ay B, y lo segundo, que igualmeatsidio sacada una bola blanca de una de
las dos urnas A’ y B’, bastante similares a lasnpras, la probabilidad de la cosa
anunciada por los dos testigos seré el produclasiprobabilidades de sus testimonios, 0

81 2 . . .
m; entonces sera al menos ciento ochenta mil veegsmague la anterior. Por esto uno ve

gué tanto, en el primer caso, la reaparicion eselgunda extraccion de la bola blanca
sacada en la primera extraccion, la extraordinasieclusion de los dos testimonios hace

decrecer su valor.

No dariamos crédito al testimonio de un hombre ripgejuramentara que al haber
arrojado un centenar de dados al aire todos caysobre la misma cara. Si hubiésemos
sido espectadores de este evento, creeriamos @osues solamente después de haber
examinado cuidadosamente todas las circunstangiadespués de haber traido los
testimonios de otros ojos con el fin de estar megusos de que no han tenido lugar
alucinaciones ni engafos. Pero después de estanacidn no dudariamos en admitirlo, a
pesar de su extrema improbabilidad, y nadie estantado, con el propdésito de explicarlo,
a recurrir a una negacion de las leyes de la visi#m €l debemos concluir que la
probabilidad de la constancia de las leyes de taralaza nos es mayor que esto, que el
evento en cuestion no ha tenido lugar en absolutna-probabilidad mayor que la de la
mayoria de hechos histéricos que consideramos tiestables. Por esto uno puede juzgar
el inmenso peso de los testimonios necesarios girdtir una suspension de las leyes
naturales, y qué tan impropio seria aplicar a eas® las reglas ordinarias de la critica.

Todos aquellos que, sin ofrecer esta inmensidadesiEmonios, apoyan esto al hacer
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recitales de eventos contrarios a tales leyesedenren lugar de aumentar la creencia que
desean inspirar, porque entonces aquellos recitedesn muy probable el error o la
falsedad de sus autores. Pero aquello que dismiaugeeencia de los hombres educados

tiende a aumentar la de los hombres sin educagigmpre avidos de lo maravilloso.

Hay cosas tan extraordinarias que nada puedeilegquisu improbabilidad. Pero
esto, por el efecto de una opinion dominante, puaiditarse hasta el punto de parecer
inferior a la probabilidad de los testimonios; yaodo esta opinion transforma una
declaracion absurda admitida unanimemente en lel gige le ha dado nacimiento ofrece a
los siglos siguientes solamente una nueva pruela ddluencia extrema de la opinién
general sobre las mentes mas iluminadas. Dos ggdmalabres del siglo de Luis XIV —
Racine y Pascal — son ejemplos notables de esteultRedoloroso ver con qué
complacencia Racine, este pintor admirable delzéordhumano y el poeta mas perfecto
gue haya vivido jamas, reporta como milagrosa taperacion de la sefiorita Perrier,
sobrina de Pascal y algun dia pupila en el monadter Port-Royal; resulta doloroso leer
las razones por las que Pascal busca probar qeiendagro deberia ser necesario para la
religion con el fin de justificar la doctrina deslmonjes de esta abadia, perseguida en ese
tiempo por los jesuitas. La joven Perrier habiadsstafligida, durante tres afios y medio,
por una fistula lagrimal; tocé su afligido ojo cama reliquia que se pretendia era una de las
espinas de la corona del salvador y tuvo fe enreoaperacion instantanea. Algunos dias
después, los médicos y los cirujanos atestiguaarduperacién, y declararon que ni la
naturaleza ni los remedios habian tenido partdlanksste evento, que tuvo lugar en 1656,
causd una gran sensacion, y “todo Paris se aptesiic@ Racine, “a Port-Royal. La
multitud aumentaba dia a dia, y el propio Dios garecomplacerse en autorizar la
devocion de la gente por el nimero de milagros sguesalizaban en su iglesia”. En ese
entonces ni los milagros ni la hechiceria parecfgrobables, y nadie dudé en atribuirles

las singularidades de la naturaleza que no podijalicarse de otro modo.

Esta manera de considerar los resultados extreoio$ se encuentra en los trabajos
mas notables del siglo de Luis XIV; incluso erEekayo sobre el entendimiento humano
del filésofo Locke, quien dice, al hablar del grade asentimiento, que “Aunque la

experiencia comun y el curso ordinario de las cqaatamente tienen una influencia
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poderosa sobre las mentes de los hombres paraldsacgre den crédito o rechacen
cualquier cosa propuesta a su creencia, hay nardbstn caso donde la extrafieza del
hecho no disminuye el asentimiento a un justortestio de él. Pues donde tales eventos
supernaturales son propicios para fines dirigidosaguel que tiene el poder de cambiar el
curso de la naturaleza, ahi, bajo tales circungtanpueden ser los mas ajustados para
procurar la creencia, por tanto mas se escapeanoceatrarios a la observacion ordinaria.”
Los verdaderos principios de la probabilidad de testimonios habiendo estado asi
incomprendidos por los filésofos para quienes [EOmaesta endeudada en aras de su
progreso, he creido necesario presentar a detaladsultados del calculo sobre este

importante tema.

En este punto surge naturalmente la discusionndeélebre argumento de Pascal
gue Craig, un matematico inglés, ha producido haja forma geométrica. Testigos
declaran haber recibido de la divinidad que, alf@onmarse con una cierta cosa, uno
disfrutara no una ni dos sino un infinito de videlices. No obstante qué tan débil pueda
ser la probabilidad de las pruebas, siempre queeaanfinitamente pequefia, es claro que
la ventaja de aquellos que se conforman con la posscrita es infinita, ya que es el
producto de esta probabilidad y de un bien infinitbo no deberia dudar, entonces, en

procurarse esta ventaja.

Este argumento esta basado en el numero infieiteidhs felices prometidas en el
nombre de la divinidad por los testigos; es neae@gartonces prescribirlos, precisamente
porque exageran sus promesas mas all4d de tode,lioma consecuencia repugnante al
buen sentido. También el calculo nos ensefia gaeegageracion debilita la probabilidad
de su testimonio al punto de hacerla infinitamem@guefia o cero. En realidad, este caso es
similar al de un testigo que anuncia la extracadéhnimero mayor de una urna llenada
con un gran numero de nimeros uno de los cualsglbasacado, y quien tendria un gran

interés en anunciar la extracciéon de este niUmesohéfmos visto qué tanto debilita a su
. . . , 1 - . .
testimonio este interés. Al evaluar solamentezda probabilidad de que si el testigo

engafa elegird al nimero mas grande, el calculta gaobabilidad de su anuncio tan
pequefia como una fraccion cuyo numerador es ladnicuyo denominador es la unidad

mas la mitad del producto del nimero de los nimemsla probabilidad de falsedad
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considerada priori o independientemente del anuncio. Con el fin deparar este caso
con el argumento de Pascal, basta con represeotalps nimeros en la urna, todos los
posibles numeros de vidas felices que el nUmeresties niumeros hace infinito, y con
observar que, si los testigos engafian, tienen gbmiaterés, con el fin de acreditar su
falsedad, en prometer una eternidad de felicidadexpresion de la probabilidad de su
testimonio se vuelve, entonces, infinitamente pBgueéviultiplicAndola por el namero
infinito de vidas felices prometidas, el infinit@shpareceria del producto que expresa la

ventaja resultante de esta promesa, lo que desttaygumento de Pascal.

Consideremos ahora la probabilidad de la totaldiadarios testimonios sobre un
hecho establecido. Con el propdésito de fijar nasstieas, supongamos que el hecho sea la
extraccion de un numero de una urna que contiereds ellos, y de los cuales ha sido
sacado un solo numero. Dos testigos de esta exinaaouncian que ha sido sacado el
namero 2, y nos preguntamos por la probabilidadlt@se de la totalidad de estos
testimonios. Uno puede formar dos hipoétesis: o lbiertestigos dicen la verdad o bien los

testigos engafan. En la primera hipotesis, el norBees sacado y la probabilidad de este

evento 651%. Es necesario multiplicarla por el producto devasacidades de los testigos,

. 9 7 , 63
veracidades que supondremos que sory —; entonces uno tendrm como la
probabilidad del evento observado en esta hipétésisla segunda, el nimero 2 no es
- 99 . .
sacado y la probabilidad de este event?&()asPero el acuerdo de los testigos requiere que,

al pretender engafiar, ambos elijan al numero 2ntke éos 99 nimeros no sacados: la

probabilidad de esta eleccion, si es que los testigp tienen un pacto secreto, es el

producto de la fracciég% por si misma; se hace necesario, entonces, nicdtistas dos
probabilidades juntas, y por el producto de Iasb@bdidades% y 13—0 de que los testigos

engafien; asi, uno ten% como la probabilidad del evento observado ere¢msda
hipotesis. Ahora uno tendré la probabilidad delhbeatestiguado o de la extraccion del
namero 2 al dividir la probabilidad relativa a lanpera hipotesis entre la suma de las

probabilidades relativas a las dos hipétesis; pstdabilidad sera entoncei%, y la

probabilidad del fracaso de sacar este nimerolg f@¢sedad de los testigos S?f?a-
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. . L. . s 1
Si la urna contiene Gnicamente los nimeros 1 ynd, encontraria |gua|men§ez,\

- ., , 1
como la probabilidad de la extraccion del numeroyZ:onsecuentementg como la

probabilidad de la falsedad de los testigos, umdbahilidad al menos noventa y cuatro
veces mayor que la anterior. Uno ve, por esto, toudisminuye la probabilidad de la
falsedad de los testigos cuando el hecho que@iasties en si mismo menos probable. En
efecto, uno concibe entonces que el acuerdo destigos, cuando engafian, se hace mas
dificil, al menos cuando no tienen un acuerdo $ecigue no hemos supuesto aqui en

absoluto.

En el caso anterior, donde la urna contenia soiterdos numeros, la probabilidad
a priori del hecho atestiguado ésy la probabilidad resultante de los testimonissek

producto de las veracidades de los testigos dwidittre este producto afiadido al de las

respectivas probabilidades de su falsedad.

Ahora nos queda considerar la influencia del tempbre la probabilidad de los
hechos transmitidos por una cadena tradicionaésigbs. Es claro que esta probabilidad
debe disminuir en proporcién a medida que la caden@olonga. Si el hecho en si no tiene
ninguna probabilidad, como la extraccidon de un mom@e una urna que contiene un
infinito de ellos, aquella [probabilidad] que adey@ por los testimonios disminuye de
acuerdo con el producto continuo de la veracidaldsliéestigos. Si el hecho en si tiene una
probabilidad, si, por ejemplo, este hecho es laaegidon del nimero 2 de una urna que
contiene un infinito de ellos, y de los cuales eguso que alguien ha sacado un solo
namero, aquello que la cadena tradicional afiadstaapeobabilidad decrece, siguiendo un
producto continuo del cual el primer factor es flaporcion del nimero de nameros en la
urna menos uno al mismo namero, y del cual cada fattor es la veracidad de cada
testigo disminuida por la proporcion de la probdbdl de su falsedad al nimero de los
nameros en la urna menos uno; asi que el limita geobabilidad del hecho es el de este
hecho considerada priori, 0 independientemente de los testimonios, unaapbibtbad

igual a la unidad dividida por el nimero de los eéws en la urna.

La accion del tiempo debilita entonces, sin celsaprobabilidad de los hechos

historicos justo como transforma los monumentos dudiaderos. En realidad, uno puede
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disminuirla al multiplicar y conservar los testinms y los monumentos que ellos
sostienen. Para este propdsito la imprenta ofrecegran medio, desafortunadamente
desconocido para los antiguos. A pesar de las itedinventajas que procura, las
revoluciones fisicas y morales por las que la Sigrerde este globo siempre se vera
agitado terminaradn por hacer dudosos, después lds de afios y en conjuncion con el
inevitable efecto del tiempo, los hechos histéricossiderados hoy en dia como los mas

ciertos.

Craig ha intentado someter al célculo el debilitarto gradual de las pruebas de la
religion cristiana; suponiendo que el mundo debaitear en la época cuando dejara de ser
probable, encuentra que esto debe tener lugar 4464 después del tiempo en el que
escribe. Pero su analisis es tan defectuoso corhipétesis sobre la duracion de la luna es
bizarra.
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CAPITULO XII

ACERCA DE LAS ELECCIONES Y LAS DECISIONES DE LAMBSEAS

La probabilidad de las decisiones de una asamldpandle de la pluralidad de los
votos, asi como de la inteligencia y la imparcedicde los miembros que la componen.
Tantas pasiones e intereses particulares suelagaagsu influencia que es imposible
someter esta probabilidad al calculo. Hay, sin egdaalgunos resultados generales
dictados por el simple sentido coman y confirmagos el céalculo. Si, por ejemplo, la
asamblea estd pobremente informada sobre el teja su su decision, si este tema
requiere consideraciones delicadas, o si la vesdate este punto es contraria a prejuicios
establecidos, de modo que seria una apuesta ddem#fiso contra uno que cada votante
erre, entonces la decisidén de la mayoria sera plei@&nte incorrecta, y el temor ante ella
estara mejor fundado a medida que la asamblea & aumerosa. En los asuntos publicos
es importante, entonces, que las asambleas pas¢enmes al alcance del mayor nimero;
gue la informacion esté difundida generalmenteyd lps buenos trabajos fundados en la
razon y la experiencia iluminen a aquellos queneB&mados a decidir la suerte de sus
semejantes 0 a gobernarlos, y deban advertirlddedes falsas y de los prejuicios de la
ignorancia. Los estudiosos han tenido ocasionesudrdges para hacer notar que las

primeras concepciones a menudo engafan y quedad/apb siempre es probable.

Resulta dificil comprender y definir el deseo d&wasamblea en medio de una
variedad de opiniones de sus miembros. Intentemmopogionar algunas reglas con
respecto a este asunto al considerar los dos ca@®®rdinarios: la eleccién entre varios

candidatos, y entre varias proposiciones rela@asismo tema.

Cuando una asamblea tiene que elegir entre veaiodidatos que se presentan para
uno o varios puestos del mismo tipo, lo que pane&e simple es que cada votante escriba
en una boleta los nombres de todos los candid&@caerdo con el orden de mérito que
les atribuya. Suponiendo que los clasifica de bden& inspeccion de estas boletas dara
los resultados de las elecciones de tal modo guedadidatos puedan ser comparados
entre si; asi que nuevas elecciones no puederepfnada mas a este respecto. Ahora es

una cuestion de concluir el orden de preferencia gstablecen las boletas entre los
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candidatos. Imaginemos que a cada votante se Umaarna que contiene un infinito de
bolas por medio de las cuales es capaz de matdas tlos grados de mérito de los
candidatos; concibamos que de esta urna saca uero@@ bolas proporcional al mérito de
cada candidato, y supongamos a este numero esoriioa boleta al lado del nombre del
candidato. Es claro que, al llevar a cabo una sdentbdos los nimeros relativos a cada
candidato sobre cada boleta, aquel candidato qugatéa suma mas grande sera el
candidato preferido por la asamblea, y que, enrgknel orden de preferencia de los
candidatos seré el de las sumas relativas a caddeuellos. Pero las boletas no dan cuenta
del nimero de bolas que cada votante da a losdatodj solamente indican que el primero
tiene mas que el segundo, el segundo mas quecetdely asi sucesivamente. Suponiendo
entonces sobre una boleta dada un cierto nUmebolds, todas las combinaciones de los
nameros inferiores que satisfacen las condicionésriares son igualmente admisibles, y
uno tendra el nimero de bolas relativo a cada datalal llevar a cabo una suma de todos
los numeros que le da cada combinacion y al dlaidpor el numero total de
combinaciones. Un analisis muy sencillo muestralgsi@imeros que deben ser escritos en
cada boleta al lado del apellido, del primero adidsiltimo, etc., son proporcionales a los
términos de la progresion aritmética 1, 2, 3, &wcribiendo asi sobre cada boleta los
términos de esta progresion, y afiadiendo los té@snialativos a cada candidato en estas
boletas, las diversas sumas indicaran, por su magrel orden de preferencia que debe
establecerse entre los candidatos. Tal es el meddedcion sefialado por la teoria de las
probabilidades. Sin duda, seria mejor si cada W#@tascribiera en su boleta los nombres de
los candidatos en el orden del mérito que les wtebPero los intereses particulares y
muchas consideraciones extrafias sobre el mérittagfEn este orden y a veces pondrian,
en el ultimo lugar, al candidato mas formidable gue prefiere, lo que daria demasiada
ventaja a los candidatos de mérito mediocre. Dshmaimodo, la experiencia ha propiciado

el abandono de este modo de eleccion en las sdeiedae lo han adoptado.

La eleccion por mayoria absoluta de los sufragitess a la certeza de no admitir a
cualquiera de los candidatos rechazados por esyariaala ventaja de expresar mas a
menudo el deseo de la asamblea. Siempre coincidesiconodo anterior cuando haya
solamente dos candidatos. En realidad, expone asarablea al inconveniente de hacer

elecciones interminables. Pero la experiencia hstnado que este inconveniente es nulo, y
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gue el deseo general por poner un pronto fin alasciones unifica la mayoria de los

sufragios sobre uno de los candidatos.

La eleccidn entre varias proposiciones relativasismo objeto deberia estar sujeta,
al parecer, a las mismas reglas que la eleccige gatios candidatos. Pero entre los dos
casos existe esta diferencia: que el mérito de amdidato no excluye el de sus
competidores; pero si es necesario elegir entregsroiones que son contrarias, la verdad
de una excluye la verdad de las otras. Veamos egdardmo es que uno debe considerar
esta cuestion.

Demos a cada votante una urna que contiene unraumgnito de bolas, y
supongamos que las distribuye sobre las diversapogiciones de acuerdo con las
respectivas probabilidades que les atribuye. B® dae, expresando certeza el nimero
total de bolas, y estando seguro el votante — pohipotesis — de que una de las
proposiciones debe ser verdadera, distribuird esienero largamente sobre las
proposiciones. Entonces el problema se reduceesndiear las combinaciones en las que
las bolas seran distribuidas de tal modo que phedier mas de ellas sobre la primera
proposicion de la boleta que sobre la segunda,soidi® la segunda que sobre la tercera,
etc.; a hacer las sumas de todos los niumeros ds kelhtivos a cada proposicion en las
diversas combinaciones, y a dividir esta suma eeltralmero de combinaciones; los
cocientes seran los numeros de bolas que uno delbeairaa las proposiciones sobre una
cierta boleta. Por medio del analisis uno descgbes yendo desde la dltima proposicion,
estos cocientes son entre ellos como las siguiear@idades: primera, la unidad dividida
por el nimero de proposiciones; segunda, la cahadéerior, aumentada por una unidad,
dividida por el niumero de proposiciones menos ueegera, esta segunda cantidad,
aumentada por una unidad, dividida por el nimerprdposiciones menos dos, y asi para
las demas. Entonces uno escribira sobre cada betts cantidades al lado de las
proposiciones correspondientes, y afiadiendo lasdeaes relativas a cada proposicion
sobre las diversas boletas, la sumas indicararsyporagnitud, el orden de preferencia que

da la asamblea a estas proposiciones.

Digamos algo sobre la manera de renovar asambleasieben cambiarse en su

totalidad en un nimero de afios definido. ¢ La reribmadebe hacerse de una sola vez, o
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resulta mas ventajoso dividirla entre estos afios?a@uerdo con el dltimo método, la
asamblea estaria formada bajo la influencia ddilesssas opiniones dominantes durante el
tiempo de su renovacion; entonces la opinion obgeseria probablemente la media de
todas estas opiniones. La asamblea recibiriam&l, momento, la misma ventaja que se le
da por la extension de las elecciones de sus maanetodas las partes del territorio que
representa. Ahora, si uno considera aquello queexperiencia ha ensefiado muy
claramente, a saber, que las elecciones siemp@a dsigidas, en el mayor grado, por
opiniones dominantes, uno se dara cuenta de quéitaesulta moderar estas opiniones,

las unas por las otras, por medio de una renovaecitsial.
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CAPITULO Xl

ACERCA DE LA PROBABILIDAD DE LOS JUICIOS DE LOSBBRNALES

El andlisis confirma lo que el simple sentido conmibs ensefia, a saber, la
correccion de los juicios es tanto mas probabl@@oidos juicios sean mas numerosos y
mas iluminados. Es importante, entonces, que ibsnales de apelacién satisfagan estas
dos condiciones. Los tribunales de primera instarestando en una relacidon mas cercana
con aquellos persuasibles, ofrecen al tribunal supé& ventaja de un primer juicio ya
probable, y con el cual el dltimo a menudo concaiedh sea comprometiéndose con o
desistiendo de sus reclamaciones. Pero si la ideetbre del asunto en litigio y su
importancia determinan que un litigante tenga qemumir al tribunal de apelaciones,
deberia encontrar, en una mayor probabilidad denebtun juicio equitativo, mayor
seguridad para su fortuna y la compensacion pantdsstias y los gastos que conlleva un
nuevo procedimiento. Es esto lo que no tuvo lugarlee institucion de la apelacion
reciproca de los tribunales de distrito, una institn de este modo muy perjudicial para el
interés de los ciudadanos. Quiza seria apropiaclanforme al célculo de probabilidades
demandar una mayoria de al menos dos votos efibundl de apelacion para invalidar la
sentencia del tribunal inferior. Uno obtendria estsultado si, el tribunal de apelacion
estando compuesto por un nimero par de juecesniarsia se mantuviera en el caso de la

igualdad de votos.
Consideraré particularmente los juicios en asucriosinales.

Para condenar a un acusado es necesario quedsiratuna los jueces tengan las
pruebas mas fuertes de su ofensa. Pero una prueba munca es mas que una
probabilidad, y la experiencia ha mostrado muyacteante los errores a los que los juicios
criminales, incluso aquellos que parecen ser Ios juosios, siguen siendo susceptibles. La
imposibilidad de enmendar estos errores es el agtonmas fuerte de los filosofos que
han deseado proscribir la pena de muerte. Debentosces estar obligados a abstenernos
de juzgar si nos fuese necesario esperar evidemiematica. Pero el juicio es requerido
por el peligro que resultaria de la impunidad dehen. Este juicio se reduce, si no me

equivoco, a la solucion de la siguiente pregunténg la prueba de la ofensa del acusado
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el alto grado de probabilidad necesario a fin de lgs ciudadanos tendrian menos razén
para dudar de los errores de los tribunales, siaeente y condenado, de la que tendrian
para temer sus nuevos crimenes y aquellos de Issfadinados que estarian
envalentonados por el ejemplo de su impunidadeseficulpable y absuelto? La solucion
de esta cuestion depende de varios elementos niigyledi de comprobar. Tal es la
eminencia del peligro que amenazaria a la socisdeldcriminal acusado quedase impune.
A veces este peligro es tan grande que el magssad/e obligado a renunciar a formas
sabiamente establecidas para la proteccion deotzmeia. Pero lo que casi siempre hace
gue esta cuestion sea insoluble es la imposibilidadpreciar con exactitud la probabilidad
de la ofensa y de fijar aquello que resulta necegara la condena del acusado. En este
aspecto, cada juez se ve forzado a depender deopio uicio. Forma su opinion al
comparar los diversos testimonios y las circunséanpor las que estd acompafiada la
ofensa con los resultados de sus reflexiones ygp@ariencias, y a este respecto un largo
habito de interrogar y juzgar personas acusadgmmiona una gran ventaja al momento
de determinar la verdad en medio de indicios a mhewcontradictorios.

La cuestion anterior depende, una vez mas, ddadoitomado en la investigacion
de la ofensa; pues uno naturalmente demanda prusliad® mas fuertes para imponer la
pena de muerte que para infligir una detenciénraes wuantos meses. Es una razén para
proporcionar cuidado a la ofensa, [ya que] un graidado tomado en un caso sin
importancia inevitablemente aclara muchos culpotb® ley que da a los jueces la
facultad de moderar el cuidado en el caso de atetiveunstancias resulta entonces
conforme, al mismo tiempo, con los principios délsnanidad hacia el culpable y con el
interés de la sociedad. El producto de la prolgdiilide la ofensa por su gravedad siendo la
medida del peligro al que la absolucién del acusaglede exponer a la sociedad, uno
pensaria que el cuidado tomado debe depender de pesbabilidad. Esto se hace
indirectamente en los tribunales donde se retienalgin tiempo al acusado contra el que
existan pruebas muy fuertes pero insuficientes paradenarlo; con la esperanza de
adquirir nueva luz, uno no lo pone inmediatamente needio de sus compaferos
ciudadanos, quienes no lo verian sin alarmars@. Rearbitrariedad de esta medida y el
abuso que puede hacerse de ella han causado szaesh los paises donde se pone el

mayor de los precios a la libertad individual.

92



Ahora bien, ¢cudl es la probabilidad de que lasget de un tribunal que puede
condenar sélo a partir de una mayoria dada sea jestio es, conforme con la verdadera
solucion de la cuestion propuesta arriba? Esteritapie problema, bien resuelto, daré los
medios para que los distintos tribunales se compamé&e si. La mayoria por un solo voto
en un tribunal numeroso indica que el asunto estiduees muy dudoso; la condena del
acusado seria entonces contraria a los principeodadhumanidad, protectores de la
inocencia. La unanimidad de los jueces daria magtduprobabilidad a una decision justa,
pero al abstenerse de ella serian absueltos detoasialpables. Es necesario, pues, o bien
limitar el nGmero de jueces si uno desea que seanimes, o0 bien incrementar la mayoria
necesaria para una condena cuando el tribunalcgerhas numeroso. Intentaré aplicar el
calculo a este asunto, estando persuadido de gsierapre la mejor guia cuando uno lo

basa en los datos que nos sugiere el sentido comun.

La probabilidad de que la opinion de cada juezjssta entra como el elemento
principal en este célculo. Si en un tribunal de uamljueces, quinientos uno son de una

opinion, y quinientos son de la opinidon contragg, evidente que la probabilidad de la
opinion de cada juez supera muy p(%ccpues suponiéndola obviamente muy grande, un

solo voto de diferencia seria un evento improbaPéro si los jueces son unanimes, esto
indica en las pruebas aquel grado de fuerza qu&eeana conviccion; la probabilidad de

la opinién de cada juez es entonces muy cercaaalaidad o a la certeza, siempre que las
pasiones o los prejuicios ordinarios no afectemiaimo tiempo a todos los jueces. Fuera de

estos casos, la proporcion de los votos a favon coatra del acusado debe por si sola

determinar esta probabilidad. Supongo, asi, qudepuariar desdé hasta la unidad, pero

gue no puede estar por debajo;-dSi ese no fuere el caso, la decision del tribgaeh tan

insignificante como el azar; sélo tiene valor entdaque la opinidon de los jueces tenga
mayor tendencia hacia la verdad que hacia el eE®rasi que, por la proporcion de los
numeros de votos favorables, y [de los] contrasicacusado, determino la probabilidad de

esta opinion.

Estos datos bastan para determinar la expresitergede la probabilidad de que la

decision de un tribunal juzgando por una mayorfeocma sea justa. En los tribunales en
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los que de ocho jueces cinco votos serian necsespai@a la condena de un acusado, la
probabilidad del error a ser temido en la justdgaa decision superarftaSi el tribunal se
redujera a seis miembros quienes son capaces dier@mmsoélo por una pluralidad
[mayoria] de cuatro votos, la probabilidad del eacser temido estaria por debajoide

Habria entonces, para el acusado, una ventajatarreshiccion del tribunal. En ambos
casos la mayoria requerida es la misma y es igdakaAsi, permaneciendo constante la
mayoria, la probabilidad de error aumenta con eiard de jueces; esto es general sea cual
sea la mayoria requerida, siempre que siga siendisima. Tomando entonces por regla la
proporcion aritmética, el acusado se encuentrananposicion cada vez menos ventajosa
en la medida en que el tribunal se hace mas numddo® podria creer que en un tribunal
en el que uno pueda demandar una mayoria de doz® gea cual sea el niumero de jueces
— los votos de la minoria neutralizando un iguaharo de votos de la mayoria — los doce
votos restantes representarian la unanimidad gieradio de doce miembros, requeridos en

Inglaterra para la condena de un acusado; perestacia muy equivocado.

El sentido comun muestra que existe una diferegwtiige la decisién de un tribunal
de doscientos doce miembros, de los cuales cie@® condenan al acusado, mientras que
cien lo absuelven, y la de un tribunal de docegaamanimes en la condena. En el primer
caso los cien votos favorables al acusado justifalgpensamiento de que las pruebas estan
lejos de alcanzar el grado de fuerza que conllaveohviccion; en el segundo caso, la
unanimidad de los jueces conduce a la creenciaudeéhgn alcanzado este grado. Pero el
simple sentido comun no basta, en absoluto, pareciap la diferencia extrema de la
probabilidad de error en los dos casos. Es neoggauies, recurrir al célculo, y uno
encuentra casi un quinto para la probabilidad der @n el primer caso y solamel?;fé;
para esta probabilidad en el segundo caso, unalpifilad que no es una milésima de la
primera. Es una confirmacion del principio de cugioporcion aritmética es desfavorable
para el acusado cuando aumenta el niumero de juece®l contrario, si uno toma por
regla la proporcion geométrica, la probabilidad elebr de la decisién disminuye cuando
aumenta el niumero de jueces. Por ejemplo, enilamtles que pueden condenar sélo por

una pluralidad [mayoria] de dos tercios de los siol@ probabilidad del error a ser temido

es casi un cuarto si el numero de los jueces ss estia por debajo c%esi este numero

94



aumenta a doce. Asi, uno no debe regirse ni pgord@orcion aritmética ni por la
geomeétrica si desea que la probabilidad de ermocanesté por encima ni por debajo de una

fraccion dada.

Pero entonces, ¢qué fraccion debe ser determirizgla®iui donde comienza la
arbitrariedad y donde los tribunales ofrecen laonawriedad. En los tribunales especiales,

donde cinco de ocho votos bastan para la conddrecdsado, la probabilidad del error a
ser temido con respecto a la justicia del juiciozéés 0 Mas dei:. La magnitud de esta

fraccion es terrible; pero aquello que debe trdimgunos un poco es la consideracion de
gue muy frecuentemente el juez que absuelve ausado no lo considera inocente, [sino
gue] solamente pronuncia que no cuenta con prugifagentes para la condena. Uno se
tranquiliza especialmente por la compasion queusstp la naturaleza en el corazén del
hombre y que dispone a la mente a ver sélo conerariai a un culpable en el acusado
sujeto a su juicio. Este sentimiento, mas activoaguoellos que no estan habituados a
juicios criminales, compensa los inconvenientesdas a la inexperiencia de los miembros

del jurado. En un jurado de doce miembros, silagtidad [mayoria] demandada para la

. . . . 1093
condena consiste en ocho de doce votos, la pratedbitel error a ser temlagqa, o un

P 1 .. . , .
pOco mas que un octavo, es casii esta pluralidad [mayoria] consiste en nuevesiot

. - . 1 7
En el caso de unanimidad, la probabilidad delrexrger temido es—., esto es, mas

gue mil veces menor que en nuestros jurados. Egiong que la unanimidad resulta
solamente de pruebas favorables o contrarias aladoy pero motivos totalmente ajenos
concurren a menudo en su produccion cuando estéestgal jurado como una condicion
necesaria de su juicio. Entonces sus decisiongsendendo del temperamento, del
caracter, de los habitos de los miembros del jyurpdie las circunstancias en las que estan
puestos, son a veces contrarias a las decisiores aoayoria del jurado tendria si hubiese
puesto atencién Unicamente a las pruebas. Me pareeesto es una gran falla en este

modo de juzgar.

La probabilidad de la decision es demasiado d&@bihuestros jurados, y creo que,
con el fin de ofrecer una garantia suficiente mdaencia, deberiamos demandar al menos
una pluralidad [mayoria] de nueve votos de doce.
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CAPITULO XIV

ACERCA DE LAS TABLAS DE MORTALIDAD, Y DE LAS DURNES
MEDIAS DE LA VIDA, DE LOS MATRIMONIOS, Y DE LAS
ASOCIACIONES

La forma de preparar tablas de mortalidad es rmgle. Uno toma en los registros
civiles un gran namero de individuos cuyos nacitdey muerte estan indicados.
Determina cuantos de estos individuos han muerte enmer afio de su vida, cuantos en
el segundo, y asi sucesivamente. Se concluye elemime individuos viviendo al
comienzo de cada afo, y este numero se escritzetahla al lado del [nimero] que indica
el afio. Asi, uno escribe al lado de cero el nungersmacimientos; al lado del afio 1 el
namero de infantes que han alcanzado un afio; @aldedafio 2 el nimero de infantes que
han alcanzado dos afios, y asi para el resto. Beyoeyen los primeros dos afios de vida la
mortalidad es muy grande, en aras de una mayotitexhaes necesario indicar en esta

primera edad el nimero de sobrevivientes al firatatia medio afo.

Si dividimos la suma de los afios de la vida deddds individuos inscritos en una
tabla de mortalidad entre el nimero de estos iddos tendremos la duracion media de
vida que corresponde a esta tabla. Para esto piradtemos por un medio afio el nimero
de muertes en el primer afio, un niumero igual d@daethcia de los niumeros de individuos
inscritos al lado de los afios 0 y 1. Al estar sutatidad distribuida a través de todo el afio,
la duracion media de su vida es de sélo medio Miitiiplicaremos por un afio y medio el
numero de muertes en el segundo afo; por dos affedip el nimero de muertes en el
tercer afio, y asi sucesivamente. La suma de estdsqgbos dividida entre el nimero de
nacimientos sera la duracién media de vida. Deessfacil concluir que obtendremos esta
duracion al realizar la suma de los numeros irerén la tabla al lado de cada afio,
dividirla por el numero de nacimientos, y al sustnan medio del cociente, tomando el afio
como unidad. La duracion media de vida que quemtagcnzando desde cualquier edad, se
determina del mismo modo, trabajando sobre el ndirderindividuos que han llegado a
esta edad justo como se ha hecho con el nUmeradimiantos. Pero no es en el momento
del nacimiento que la duracion media de vida ewdsor; es cuando uno ha evadido los
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peligros de la infancia y tiene alrededor de cuargrires afios. La probabilidad de llegar a
una cierta edad, comenzando desde una edad dadpaés la proporcion de los dos

numeros de individuos indicados en la tabla ersafta edades.

La precisibn de estos resultados requiere que [@aiformacion de las tablas,
empleemos un gran nimero de nacimientos. El asdfséce formulas muy simples para
apreciar la probabilidad de que los nimeros indisagh estas tablas varien de la verdad
s6lo dentro de limites estrechos. Por estas fosndanos que el intervalo de los limites
disminuye y que la probabilidad aumenta en propar@ medida que consideramos mas
nacimientos, de modo que las tablas representaactamente la verdadera ley de

mortalidad si el nimero de nacimientos empleadsdurfinito.

Una tabla de mortalidad es, entonces, una tabléa derobabilidad de la vida
humana. La proporcion de los individuos inscritbsado de cada afio con el nimero de
nacimientos es la probabilidad de que un nuevamanio alcanzara este afio. Asi como
estimamos el valor de esperanza al realizar una slerlos productos de cada beneficio
esperado por la probabilidad de obtenerlo, asimpodeigualmente evaluar la duracién
media de vida al afadir los productos de cada aiolg mitad de la suma de las
probabilidades de alcanzar su comienzo y su finatjue lleva al resultado descubierto
arriba. Pero esta manera de considerar la durangghia de la vida tiene la ventaja de
mostrar que en una poblacién estacionaria, estenasna tal que el nimero de nacimientos
iguale el de muertes, la duracion media de vida esopia proporcion de la poblacién con
los nacimientos anuales, pues suponiendo esta@omata poblacion, el numero de
individuos de una edad comprendida entre dos afiesecutivos de la tabla es igual al
numero de nacimientos anuales multiplicado poritadrde la suma de las probabilidades
de alcanzar estos afios; la suma de todos estoscpredsera entonces toda la poblacion.
Ahora es facil ver que esta suma, dividida entrelelero de nacimientos anuales, coincide

con la duracién media de vida tal como la hemomidief

Por medio de una tabla de mortalidad es facil &vrla correspondiente tabla de la
poblacion supuesta a ser estacionaria. Para estantos las medias aritméticas de los
numeros de la tabla de mortalidad correspondientas edades cero y un afio, uno y dos

afos, dos y tres afios, etc. La suma de todasrastiias es toda la poblacién, y se escribe
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al lado de la edad cero. Se sustrae de esta symniankra media y el resto es el nimero de
individuos de un afo y hacia arriba; se escridadd del afio 1. Se sustrae de este primer
resto la segunda media; este segundo resto esnero@e individuos de dos afos y hacia

arriba, y se escribe al lado del afio 2, y asi sue@ente.

Tantas causas variables influyen en la mortalmiael las tablas que la representan
deberian cambiar segun el lugar y el tiempo. Lusrdds estados de la vida ofrecen a este
aspecto diferencias apreciables relativas a lagafaly los peligros inseparables de cada
estado y sobre los que resulta indispensable @stanto en los calculos fundados sobre la
duracion de la vida. Pero estas diferencias no didm lo suficientemente observadas.
Algun dia lo seran y entonces se sabra qué sacrifecvida demanda cada profesion, y de

este conocimiento se servird uno para disminuip&gros.

La mayor o menor salubridad del sol, su elevacgdntemperatura, las costumbres
de los habitantes, y las operaciones de los gaisetienen una influencia considerable en
la mortalidad. Pero siempre es necesario precedénviestigacion de la causa de las
diferencias observadas por la [investigacion] dertzbabilidad con la que se indica esta
causa. Asi, la proporcion de la poblacién con Ex@mientos anuales, que en Francia se ha
elevado a veintiocho y un tercio, no es igual adph veinticinco en el antiguo ducado de
Milan. Estas proporciones, establecidas ambas sgbmgran nimero de nacimientos, no
permiten poner en duda la existencia, entre losameges, de una causa especial de

mortalidad, que el gobierno de nuestro pais delestigar y eliminar.

La proporcion de la poblacion a los nacimientosnentaria una vez mas si
pudiésemos disminuir y eliminar ciertos males pelgs y ampliamente difundidos. Esto
se ha hecho felizmente para la viruela, primero laocimoculaciéon de esta enfermedad, y
después de un modo mucho mas ventajoso, con laléwi@n de la vacuna, el inestimable
descubrimiento de Jenner, quien asi se ha convatidino de los mayores benefactores de

la humanidad.

La viruela tiene esto en particular, a saber,ejumismo individuo no se ve afectado
dos veces por ella, o al menos tales casos soexi@aafios que pueden abstraerse del

calculo. Esta enfermedad, de la que pocos escaparms del descubrimiento de su
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vacuna, es a menudo fatal, y causa la muerte ¢geéptimo de aquellos a quienes ataca. A
veces es docil, y la experiencia ha ensefiado gedepdarsele este ultimo caracter al
inocularla en personas sanas, preparadas pafzoellma dieta apropiada y en una estacion
favorable. Entonces la proporcion de los individgos mueren con aquellos inoculados no
es de un tricentésimo. Esta gran ventaja de inoéumaunida a aquella de no alterar la
apariencia y de preservarse de las graves consgaseque a menudo trae consigo la
viruela natural, caus6 que fuese adoptada por am mimero de personas. La practica fue
recomendada fuertemente, aunque también fue calabiatertemente, como suele ser el
caso con cuestiones sujetas a la inconvenienciendgio de esta disputa, Daniel Bernoulli
propuso someter al calculo de probabilidades lauéntia de la inoculacion sobre la
duracién media de la vida. Ya que no habian datsgos de la mortalidad producida por
la viruela en las diversas etapas de la vida, sugus el peligro de tener esta enfermedad y
el de morir de ella son los mismos en cada edadnfedio de esta suposicién consiguio
convertir, por un analisis delicado, una tabla detalidad ordinaria en aquella que se
utilizaria si la viruela no existiera, o si causksenuerte de sélo un nimero muy pequefo
de aquellos afectados, y de ella concluyd quedaulacion aumentaria al menos en tres
afos la duracion media de la vida, lo que le pargae mostraba mas all4 de toda duda la
ventaja de esta operacion. D’Alembert ataco elisisdle Bernoulli: primero, con respecto
a la incertidumbre de sus dos hipétesis, y despargsespecto a su insuficiencia en que no
fue hecha ninguna comparacion del peligro inmed@tionque muy pequefio, de morir de
inoculacion, con el peligro muy grande pero muy aemde sucumbir ante la viruela
natural. Esta consideracion, que desaparece cuamdoconsidera un gran namero de
individuos, es por esta razon insignificante para fobiernos, y las ventajas de la
inoculacion siguen valiendo para ellos; pero tienegran peso para el padre de familia
qguien debe temer, teniendo a sus hijos inoculagasgue por esta causa fallece al que le
tiene mas carifio. Muchos padres estuvieron cordenigor este miedo que el
descubrimiento de la vacuna felizmente ha disipRdo.uno de aquellos misterios que nos
ofrece la naturaleza tan frecuentemente, la vaesnana medida preventiva de la viruela
tan segura como el virus de la variola, y no sugmlgro alguno; no expone a ninguna
enfermedad y requiere de muy pocos cuidados. Pwo,tau practica se ha propagado

rapidamente, y para hacerla universal solo quegarau la inercia natural de la gente,
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contra la que es necesario luchar continuamertieisiom cuando es una cuestion de sus mas

caros intereses.

El medio mas simple de calcular la ventaja quedycia la extincion de una
enfermedad consiste en determinar por observatidanreero de individuos de una edad
dada que mueren de ella cada afio y sustraer estermiel nimero de muertes en la
misma edad. La proporcion de la diferencia al nonetal de individuos de la edad dada
seria la probabilidad de morir en el afio a estd stk enfermedad no existiera. Haciendo,
pues, una suma de estas probabilidades desdeiglier@o hasta cualquier edad dada, y
sustrayendo esta suma de la unidad, el resto agueobabilidad de vivir hasta tal edad
correspondiente a la extincion de la enfermedadsdrge de estas probabilidades sera la
tabla de mortalidad relativa a esta hipétesis, glidepodemos concluir, por lo que precede,
la duracién media de la vida. Es asi que Duvilaadehcontrado que el aumento de la
duracion media de la vida, debido a la inoculacdm la vacuna, es de al menos tres afos.
Un aumento tan considerable produciria un aumentp gnande en la poblacion si esta
Ultima, por otras razones, no estuviese contenida lp disminucion relativa de
subsistencias.

Es principalmente por la ausencia de subsistergiasse ve detenida la marcha
progresiva de la poblacion. En todos los tiposrdmales y plantas, la naturaleza tiende sin
cesar a aumentar el nimero de individuos hastaegtén al nivel de los medios de
subsistencia. En la raza humana las causas mdrmahe una gran influencia sobre la
poblacion. Si los desmontes del bosque proporciamasustento abundante para nuevas
generaciones, la certeza de poder mantener a omigafaumerosa alienta los matrimonios
y los hace mas productivos. Sobre la misma tiexrpdblacion y los nacimientos deben
aumentar al mismo tiempo en progresion geometfieao cuando los desmontes se hacen
mas dificiles y mas raros, entonces el aumento adapion disminuye; se acerca
continuamente al estado variable de subsistenasg#iando respecto a si, justo como un
péndulo cuya periodicidad se retarda al cambiguato de suspension oscila respecto a
este punto en virtud de su propio peso. Es digihluar el aumentandximo de la
poblacion; después de las observaciones pareceequeircunstancias favorables la

poblacion de la raza humana se duplicaria cadacguarfios. Estimamos que en
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Norteamérica el periodo de esta duplicacion eseilgidos afios. En este estado de cosas,
la poblacion, los nacimientos, los matrimoniosmartalidad, todos aumentan de acuerdo
con la misma progresion geométrica de la cual tesdeproporcion constante de términos

consecutivos por la observacion de los nacimiesmosles en dos épocas.

Por medio de una tabla de mortalidad representéasiprobabilidades de la vida
humana, podemos determinar la duracion de los matids. Suponiendo, con el fin de
simplificar el asunto, que la mortalidad es la naspara los dos sexos, obtendremos la
probabilidad de que el matrimonio subsista un afps, o tres, etc., al formar una serie de
fracciones cuyo denominador comun es el productdodedos numeros de la tabla
correspondientes a las edades de los consortasyos eiumeradores son los productos
sucesivos de los numeros correspondientes a ektdeseaumentados por uno, por dos, por
tres, etc., afos. La suma de estas fracciones dada@epor un medio sera la duracion media
del matrimonio, tomando el afio como unidad. Esl féagtender la misma regla a la

duracion media de una asociacion formada por tps an mayor numero de individuos.
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CAPITULO XV

ACERCA DE LOS BENEFICIOS DE LAS INSTITUCIONES QUE
DEPENDEN DE LA PROBABILIDAD DE EVENTOS

Recordemos lo dicho sobre la esperanza. Hemas g, con el fin de obtener la
ventaja que resulta de varios eventos simplespsiedales unos producen un beneficio y
los otros una pérdida, es necesario afiadir losuptos de la probabilidad de cada evento
favorable por el beneficio que procura, y sustiiesu suma la [suma] de los productos de
la probabilidad de cada evento desfavorable popdadida que se le adjunta. Pero
cualquiera que sea la ventaja expresada por leedd®a de estas sumas, un solo evento
compuesto por estos eventos simples no es gaenttantra del miedo de experimentar
una pérdida. Uno imagina que este miedo debe decceando uno multiplica al evento

compuesto. El andlisis de las probabilidades candueste teorema general.

Por la repeticion de un evento ventajoso, simpt®mpuesto, el beneficio real se
vuelve cada vez mas probable y aumenta sin cesatyedve cierto en la hipdtesis de un
namero infinito de repeticiones, y al dividirlo peste niumero el cociente o el beneficio
medio de cada evento es la propia esperanza matarndt ventaja relativa al evento. Es
lo mismo con una pérdida que se vuelve ciertalar¢m, por mas pequefia que pueda ser la
desventaja del evento.

Este teorema sobre los beneficios y las pérdidamnélogo a aquellos que recién
hemos ofrecido sobre las proporciones indicadaslgoepeticion indefinida de eventos
simples o compuestos; y, como aquellos, pruebdaguegularidad termina por establecerse
incluso en las cosas que estan mas subordinadpeboaque llamamoszar.

Cuando los eventos son en gran numero, el andlisgése otra expresion muy
simple de la probabilidad de que el beneficio esténprendido dentro de limites
determinados. Esta es la expresidbn que entra, emamas, en la ley general de la
probabilidad dada arriba al hablar de las probddules que resultan de la multiplicacion

indefinida de eventos.
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La estabilidad de las instituciones que estandaasaobre probabilidades depende
de la verdad del teorema anterior. Pero para gedggerles aplicado, es necesario que

tales instituciones multipliquen estos eventosajesbs por el bien de numerosas cosas.

Sobre las probabilidades de la vida humana sebhaado diversas instituciones,
como las rentas vitalicias y las tontinas. EI métatas general y mas simple de calcular
los beneficios y los gastos de estas instituciaimsiste en reducir éstos a cantidades
reales. El interés anual de unidad es lo que s&llasa de interésAl final de cada afio,
una cantidad adquiere por factor la unidad masda te interés; aumenta entonces de

acuerdo con una progresion geométrica de la qeefastor es la proporcion. Asi, en el
. . . . . ‘ 1 .
curso del tiempo se vuelve inmensa. Si, por ejenipltasa de interés es 0 cinco por

ciento, el capital se duplica en casi catorce as@suadruplica en veintinueve afos, y en

menos de tres siglos se vuelve dos millones desveegor.

Un aumento tan prodigioso ha dado lugar a la édehacer uso de él con el fin de
saldar la deuda publica. Para este proposito seafen fondo de amortizacion al que se
dedica un fondo anual empleado para el rescateasdeuentas publicas y que sin cesar
aumenta por el interés de las cuentas redimidasld&es que, a la larga, este fondo
absorbera gran parte de la deuda nacional. Sidouas necesidades del Estado requieren
de un préstamo, se destina una parte de este meésih incremento del fondo de
amortizacion anual, la variacion de las cuentadigag sera menor; la confianza de los
prestamistas y la probabilidad de retirarse sinlgrecapital prestado cuando uno lo desee
aumentaran y haran menos onerosas las condici@gwabtamista. Estas ventajas han
sido completamente confirmadas por experienciasrédles. Pero la fidelidad en los
compromisos Y la estabilidad, tan necesarias paite de tales instituciones, solo puede
garantizarlas un gobierno en el que el poder latiysl esté dividido en varios poderes
independientes. La confianza que inspira la cogp@amanecesaria de estos poderes duplica
la fuerza del Estado, y el propio soberano ganaoceter legal mas de lo que pierde en
poder arbitrario.

De lo anterior resulta que el capital real eq@utd a una suma que ha de pagarse

s6lo después de un cierto niumero de afos es igutaa suma multiplicada por la
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probabilidad de que sera pagada en ese tiempoididéivpor la unidad aumentada por la

tasa de interés y elevada a una potencia expresadghnimero de estos afos.

Es facil aplicar este principio a rentas vitakc@e una o varias personas, y a cajas
de ahorro, y a sociedades de aseguramiento deucral@turaleza. Supongamos que uno
propone formar una tabla de rentas vitalicias de@o con una tabla de mortalidad dada.
Una renta vitalicia pagable al final de cinco afjms, ejemplo, y reducida a una cantidad
real es, por este principio, igual al producto @& dlos siguientes cantidades, a saber, la
anualidad dividida entre la quinta potencia de adidumentada por la tasa de interés y la
probabilidad de pagarla. Esta probabilidad es lapgmrcién inversa del numero de
individuos inscritos en la tabla opuesta a la edadaquel que liquida la anualidad al
namero inscrito opuesto a esta edad aumentadainmr afos. Formando, entonces, una
serie de fracciones cuyos denominadores son loduptes del nimero de personas
indicadas en la tabla de mortalidad como vivas edkd de aquel que liquida la anualidad
por las potencias sucesivas de unidad aumentadalapdasa de interés, y cuyos
numeradores son los productos de la anualidad Ipe@ireero de personas viviendo a la
misma edad aumentada sucesivamente por un afaogoafos, etc., la suma de estas

fracciones sera la cantidad requerida para la ketatitcia en esa edad.

Supongamos que una persona desea, por medio derntaaitalicia, asegurar a sus
herederos una cantidad pagable al final del afisud®uerte. Con el fin de determinar el
valor de esta anualidad, uno puede imaginar qpernsona tomo a préstamo de un banco
este capital y que lo puso a interés perpetuo emisgho banco. Es claro que este mismo
capital lo debera el banco a sus herederos aldiglahiio de su muerte; pero habra pagado
cada afo solo el exceso del usufructo sobre ekEmigerpetuo. La tabla de rentas vitalicias
mostrara entonces aquello que la persona debe pagatmente al banco con el fin de

asegurar este capital después de su muerte.

El aseguramiento maritimo, aquel en contra defjdug las tormentas, y por lo
general todas las instituciones de este tipo, sgutan sobre los mismos principios. Un
comerciante teniendo embarcaciones en el mar dasegurar su valor y el de sus
cargamentos en contra de los peligros que puedair;spara esto, da una suma a una

compafia que se hace responsable ante él poroelestimado de sus cargamentos y sus
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embarcaciones. La proporcion de este valor a laasyume deberia darse por el precio del
aseguramiento depende de los peligros a los gém esfpuestas las embarcaciones, y
puede apreciarse solamente por numerosas obsemescigobre el destino de

embarcaciones que han salido del puerto en la nigmecion.

Si las personas aseguradas diesen a la compafjaradora solamente la suma
indicada por el célculo de probabilidades, estapadita no seria capaz de proveer los
gastos de su institucion; es necesario entoncepagieen una suma mucho mayor que el
costo de tal seguro. ¢Cual es entonces su veriiga@qui que se hace necesaria la
consideracion de la desventaja moral ligada a mrertidumbre. Uno concibe que el juego
mas justo se vuelva desventajoso, como ya hemtus pisrque el jugador intercambia una
apuesta segura por un beneficio incierto; el segorcel cual uno intercambia lo incierto
por lo cierto deberia ser ventajoso. De hecho, esto que resulta de la regla que hemos
dado antes para determinar la esperanza moral ka e por otra parte uno ve hasta qué
punto puede extenderse el sacrificio que debe $aeela compafia de seguros reservando
siempre una ventaja moral. Esta compafia puedeaagpal procurar esta ventaja, obtener
un gran beneficio si el nUmero de las personasusasggs es muy grande, una condicion
necesaria para su existencia continuada. Entonrsebeneficios se vuelven ciertos y las
esperanzas matematica y moral coinciden, puesdé@nconduce a este teorema general,
a saber, que si las expectativas son muy numelasaks esperanzas se acercan entre si

sin cesar y terminan por coincidir en el caso datimero infinito.

Hemos dicho, al hablar de las esperanzas matematiworal, que hay una ventaja
moral en distribuir los riesgos de un beneficio gne espera sobre varias de sus partes.
Asi, al enviar una suma de dinero a un lugar distas mucho mejor enviarla en varios
barcos que exponerla en uno. Esto se hace por rdediarantias mutuas. Si dos personas,
cada una teniendo la misma suma en dos barcostdsstjue han salido del mismo puerto
hacia el mismo destino, concuerdan en dividir igueadte todo el dinero que pueda llegar,
es claro que por este acuerdo cada una de ellake dgualmente entre los dos barcos la
suma que espera. En realidad, este tipo de gasietigpre deja incertidumbre en cuanto a
la pérdida que uno pueda temer. Pero esta incerticudisminuye en proporcion a medida

gue aumenta el nimero de asegurados; la ventag@ monenta mas y mas y termina por

105



coincidir con la ventaja matematica, su limite ratuEsto hace que la asociacion de
garantias mutuas, cuando es muy numerosa, seaemagga para los asegurados que para
las compafias de seguros que, en proporcion afitiengue dan, ofrecen una ventaja
moral siempre inferior a la ventaja matematicaoRarsupervision de su administracion
puede balancear la ventaja de las garantias mutades estos resultados son, como ya se

ha visto, independientes de la ley que expresaritaja moral.

Uno puede considerar un pueblo libre como una geatiacion cuyos miembros
aseguran mutuamente sus propiedades al respalmaorpionalmente los cargos de esta
garantia. La confederacién de varios pueblos |6a @dantajas analogas a aquellas que cada
individuo disfruta en la sociedad. Un congreso de representantes discutiria temas de
utilidad comun para todos, y sin duda el sistempead®s, medidas, y dineros propuesto por
los cientificos franceses se adoptaria en esteresmgomo una de las cosas mas Uutiles

para las relaciones comerciales.

De entre las instituciones fundadas sobre lasgmitbades de la vida humana, las
mejores son aquellas en las que, por medio degemnolisacrificio de su beneficio, uno
asegura su existencia y la de su familia paraempo en el que uno deberia temer ser
incapaz de satisfacer sus necesidades. En tanttos|jeegos sean inmorales, tanto mas
son ventajosas estas instituciones para las costsmabfavorecer los lazos mas fuertes de
nuestra naturaleza. El gobierno debe entoncesadi@nty respetarlas en las vicisitudes de
la fortuna publica. Ya que las esperanzas que p@seniran hacia un futuro distante, son
capaces de prosperar soOlo cuando estan resguardadasda inquietud durante su

existencia. Es una ventaja que les asegura laucistn de un gobierno representativo.

Digamos unas palabras sobre los préstamos. Es gla para pedir prestado
perpetuamente es necesario pagar cada afio el fratkiccapital por la tasa de interés.
Pero uno puede desear pagar este capital en pggaes hechos durante un numero
definido de afios, pagos que son llamadosgalidadesy cuyo valor se obtiene de este
modo. Cada anualidad, para ser reducida al momectieal, debe dividirse entre una
potencia de unidad aumentada por la tasa de iritgréksal nimero de afios después de los
cuales esta anualidad debe ser pagada. Formandoupaeprogresion geométrica cuyo

primer término es la anualidad dividida entre l&dad aumentada por la tasa de interés, y
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cuyo ultimo término es esta anualidad dividida ed&r misma cantidad elevada a una
potencia igual al nUmero de afos durante los culbs haberse hecho el pago, la suma
de esta progresion serd equivalente al capitaltgates que determinara el valor de la
anualidad. Un fondo de amortizacion es, en el forstddo un medio para convertir en

anualidades una renta perpetua, con la Unica difierale que en el caso de un préstamo
por anualidades el interés se supone constantairaseque el interés de fondos adquirido
por el fondo de amortizacion es variable. Si fuglseismo en ambos casos, la anualidad
correspondiente a los fondos adquiridos estariemdda por estos fondos y por esta

anualidad con la que el Estado contribuye anuakr&rfondo de amortizacion.

Si uno desea tomar un préstamo vitalicio debereaseue las tablas de rentas
vitalicias ofrecen el capital requerido para cduostiuna renta vitalicia a cualquier edad, y
una proporcion simple dara la renta que debe ugarpal individuo de quien se tomo
prestado el capital. Desde estos principios pueddsularse todos los tipos posibles de

préstamos.

Los principios recién expuestos concernientes démeficios y las pérdidas de las
instituciones pueden servir para determinar elltado medio de cualquier nimero de
observaciones ya realizadas cuando uno desea emnrslals desviaciones de los resultados
correspondientes a diversas observaciones. Desggnporx la correccion del resultado
menor y porx aumentada sucesivamente pgrq',q", etc., las correcciones de los
siguientes resultados. Llamemese', €', etc., a los errores de las observaciones cuya ley
de probabilidad supondremos como conocida. Sieada observacion una funcién del
resultado, es facil ver que, suponiendo como may@@a la correccidéxde este resultado,
el error e de la primera observacion serd igual al produatox door un coeficiente
determinado. Igualmente, el errer de la segunda observacion sera el producto dena s
g masx por un coeficiente determinado, y asi sucesivagert probabilidad del errag;
estando dada por una funcién conocida, estara sagmepor la misma funcion del primero
de los productos precedentes. La probabilidaé'destara expresada por la misma funcion
del segundo de estos productos, y asi con las ddmaprobabilidad de la existencia

simultdnea de los errores e, €', etc., sera entonces proporcional al producto stase

diversas funciones, un producto que sera una fordi®. Concedido esto, si uno concibe
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una curva cuya abscisa sy cuya ordenada correspondiente es este prodesttn,curva
representara la probabilidad de los diversos valode X, cuyos limites estaran

determinados por los limites de los erroegs', €', etc. Ahora designemos pdra abscisa

gue es necesario elegK;disminuida porx sera el error que se cometeria si la abscisa
fuese la correccion verdadera. Este error, mutpld por la probabilidad deo por la
correspondiente ordenada de la curva, sera el piodie la pérdida por esta probabilidad,
considerando, como uno deberia, este error comoperdida ligada a la eleccidn.
Multiplicando este producto por la diferencial xlela integral tomada desde la primera
extremidad de la curva haskasera la desventaja d¢€ resultante de los valores ae
inferiores aX. Para los valores desuperiores &, x menosX seria el error d¥ si x fuese

la correccion verdadera; la integral del produaa gor la ordenada correspondiente de la
curva y por la diferencial deserd entonces la desventajaxXdeesultante de los valores
superiores &, esta integral estando tomada desdgial aX hasta la Ultima extremidad de
la curva. Afadiendo esta desventaja a la antddosuma sera la desventaja ligada a la
eleccion deX. Esta eleccidon debe estar determinada por la cidmdile que esta desventaja
sea urminimq y un calculo muy simple muestra que para &stebe ser la abscisa cuya
ordenada divide a la curva en dos partes iguaéesyatlo que es probable que el verdadero

valor dex no caiga ni en uno ni en otro ladoXle

Célebres gebmetras han elegido pafael valor mas probable de y
consecuentemente aquel que corresponde a la oedemasl grande de la curva; pero el

valor anterior me parece evidentemente aquel giedaséa teoria de la probabilidad.
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CAPITULO XVI

ACERCA DE LAS ILUSIONES EN LA ESTIMACION DE PROBKBIDES

La mente tiene sus ilusiones como el sentido deska [tiene las suyas], y de la
misma manera que el sentido del tacto corrigetaha] la reflexion y el calculo corrigen a
la primera. La probabilidad basada sobre una expe# diaria, 0 exagerada por el miedo y
por la esperanza, nos llama mas la atencion quenahabilidad superior, pero es solo un
simple resultado del célculo. Asi, no tememos, mbia de pequefias ventajas, exponer
nuestra vida a peligros mucho menos improbableslaj@xtraccion de una quinta en la
loteria de Francia; y sin embargo, nadie deseadeuparse las mismas ventajas con la

certeza de perder su vida si se extrajera estéaquin

Nuestras pasiones, nuestros prejuicios, y lasimms dominantes, al exagerar las
probabilidades que les son favorables y al atefasaprobabilidades contrarias, son las
fuentes abundantes de ilusiones peligrosas.

Los males presentes y la causa que los produjoafemtan mucho mas que el
recuerdo de males producidos por la causa contragimpiden apreciar con justicia los
inconvenientes de unos y de otros, asi como laapitilad de los medios apropiados para
protegernos de ellos. Es esto lo que conduce atteamente al despotismo y a la anarquia
a los pueblos que son expulsados del estado dsaegdoque nunca regresan excepto

después de largas y crueles agitaciones.

Esta impresion vivida que recibimos de la presedei eventos, y que apenas nos
permite notar los eventos contrarios observadoopos, es una causa principal de error

contra la cual uno no puede protegerse lo sufieient

Es principalmente en los juegos de azar que uritudude ilusiones respaldan la
esperanza Yy la sostienen contra posibilidades dw@sflales. La mayoria de aquellos que
juegan a las loterias no saben cuantas posibikdedeson favorables y cuantas les son
contrarias. Solamente ven la posibilidad de gapar,una apuesta pequefa, una suma
considerable, y los proyectos paridos por su in@m@m exageran a sus o0jos la
probabilidad de obtenerla. Especialmente el hompbbee, entusiasmado por el deseo de un

109



mejor destino, arriesga en el juego sus necesidadaferrarse a las combinaciones mas
desfavorables que le prometen un gran beneficio.dB8da todos se sorprenderian del
inmenso numero de apuestas perdidas si pudieran dalellas, pero, por el contrario, se
les da a las ganancias una gran publicidad, queiedlge una nueva causa de entusiasmo

para este juego funebre.

Cuando en la loteria de Francia no ha salido unend por mucho tiempo, la
multitud esta ansiosa por abrigarlo con apuestagiah que, ya que el nimero no ha salido
en mucho tiempo, en la siguiente extraccion deldecsm preferencia a otros. Un error tan
comun me parece descansar sobre una ilusion poalauno es involuntariamente llevado
de vuelta al origen de los eventos. Es, por ejemplay improbable que en el juego de
caras y cruces uno sague caras diez veces en®@uckEsta improbabilidad, que llama
nuestra atencion cuando ha sucedido nueve vecediena a creer que en la décima tirada
saldra cruz. Pero el pasado indicando en la moaedanayor propension para caras que
para cruces hace al primero de los eventos masipmiue el segundo; aumenta mientras
uno ha visto la probabilidad de sacar cara enggliesite lanzamiento. Una ilusion similar
persuade a muchas personas a que uno ciertameate ganar en una loteria al poner cada
vez sobre el mismo numero, hasta que salga, urestpouyo producto supera la suma de
todas las apuestas. Pero incluso cuando espeagacgimilares no se refrenarian por la
imposibilidad de sostenerlas, no disminuirian lasvdataja matematica de los
especuladores y [si] aumentarian su desventaja,npoes en cada extraccion arriesgarian

una parte muy grande de su fortuna.

He visto hombres ardientemente deseosos de tarfgjougque se enteraban solo con
ansiedad de los nacimientos de nifios en el mesdouasperaban volverse padres.
Imaginando que la proporcion de estos nacimiendosl@s de nifias debe ser la misma al
final de cada mes, juzgaban que los nifios ya nad¢iddan mas probable que los siguientes
nacimientos fueran de nifias. Asi, la extraccionmBebola blanca de una urna que contiene
un numero limitado de bolas blancas y de bolasasegumenta la probabilidad de extraer
una bola negra en la siguiente extraccion. Pemdega de tener lugar cuando el numero de
bolas en la urna es ilimitado, como uno debe supoar@ comparar este caso con el de los

nacimientos. Si, en el curso de un mes, nacen rsugt&s nifios que niflas, uno podria
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sospechar que hacia el momento de su concepciorcausa general ha favorecido la
concepcion masculina, lo que haria mas probableetjsgguiente nacimiento sea de un
nifo. Los eventos irregulares de la naturaleza oo exactamente comparables con la
extraccion de los numeros de una loteria en laejqueada saque se mezclan todos los
nameros de modo tal que las posibilidades de sa@xbn sean perfectamente iguales. La
frecuencia de uno de estos eventos parece indnzacausa que lo favorece ligeramente,
gue aumenta la probabilidad de su préximo retoyrgy repeticion prolongada por mucho
tiempo, tal como una larga serie de dias lluvigaesde desarrollar causas desconocidas
para su cambio; de modo que en cada evento espeoagkimos de vuelta, como en cada
extraccion de la loteria, al mismo estado de immi@ci con respecto a lo que deberia
suceder. Pero en proporcion como se multiplica Haeovacion de estos eventos, la

comparacion de sus resultados con aquellos detksds se vuelve mas exacta.

Por una ilusion contraria a las anteriores, unscen los sorteos pasados de la
loteria de Francia los numeros que han salido cés frecuencia con el fin de formar
combinaciones sobre las que uno piensa poner lg@sepwentajosa. Pero una vez
considerada la manera en la que se mezclan losrosine@ esta loteria, el pasado no
deberia de tener influencia en el futuro. Las exicmes muy frecuentes de un nimero son
solamente anomalias del azar: he sometido variadlaieal calculo y constantemente he
encontrado que estan incluidas dentro de los lngtee sin improbabilidad nos permite

admitir la suposicion de una posibilidad igual @extraccion de todos los nimeros.

En una larga serie de eventos del mismo tipgpdasbilidades individuales del azar
deben a veces ofrecer las singulares vetas de lsuen@ o mala suerte que la mayoria de
los jugadores no dudan en atribuir a una espediatalédad. En los juegos que dependen al
mismo tiempo del azar y de la competencia de lgadares sucede a menudo que uno que
pierde, agitado por ello, busca reparar su sitmacah jugadas azarosas que descartaria en
otra situacioén; asi, agrava su propia mala suenpeojonga su duracion. Es asi que la
prudencia se vuelve necesaria, y resulta importoteencerse de que la desventaja moral

ligada a las posibilidades desfavorables aumentiagmopia mala suerte.

La opinion de que el hombre ha sido puesto deade mucho tiempo en el centro

del Universo, considerandose a si mismo el obgpeaal de los cuidados de la naturaleza,
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lleva a cada individuo a hacerse el centro de sferae mas o menos extendida y a creer
qgue el azar tiene preferencia por él. Sostenidoesi@ creencia, los jugadores a menudo
arriesgan sumas considerables en juegos aun saebmuml las posibilidades les son

desfavorables. En la conducciéon de la vida unai@pisimilar puede a veces tener sus
ventajas, pero mas a menudo conduce a iniciatigsastiosas. Aqui, como en todos lados,

las ilusiones son peligrosas, y solo la verdadceeeaimente util.

Una de las mayores ventajas del calculo de prbtbatdes es que nos ensefia a
desconfiar de las primeras opiniones. Ya que rez@mos que a menudo engafan cuando
pueden ser sometidas al calculo, debemos conaleireq otros asuntos la confianza debe
darse solamente después de una circunspecciomeaxthReEobemos esto con un ejemplo.

Una urna contiene cuatro bolas, negras y blapess,no todas del mismo color. Ha
sido sacada una de estas bolas cuyo color es bjagge ha sido devuelta en la urna para
proceder a extracciones similares. Se requieredlapilidad de extraer Unicamente bolas

negras en las siguientes cuatro extracciones.

Si las [bolas] blancas y negras estuviesen en iguaero, esta probabilidad seria la

. e 1 . s -
cuarta potencia de la probabllldglctle extraer una bola negra en cada extracciorg seri

1 ., . ., . .
entonces_—. Pero la extraccion de una bola blanca en la panextraccion indica una
superioridad en el nimero de bolas blancas ennl@ pues si uno supone en la urna tres

bolas blancas y una negra, la probabilidad de exiwaa bola blanca eis es% Ssi uno

. 1 .
supone dos bolas blancas y dos negras, y finalnsenteduce asi uno supone fres bolas

negras y una blanca. Siguiendo el principio derbabilidad de causas trazadas desde

eventos, las probabilidades de estas tres suposgison entre si como las cantidades

Sl w

21 . 3 2 1
/3,3 Son consecuentemente iguales & -. Es entonces una apuesta de 5 contra 1 que el

numero de bolas negras sea inferior, 0 a lo mugtal,ial de las blancas. Parece pues que,
después de la extraccién de una bola blanca erinfena extraccion, la probabilidad de
extraer sucesivamente cuatro bolas negras delmees@r que en el caso de la igualdad de
los colores 0 menor que una dieciseisava [parta]e®bargo, no lo es, y por un calculo

muy simple se descubre que esta probabilidad e®mupye una catorceava [parte]. En
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efecto, seria la cuarta potenmazdelez, y dez en la primera, la segunda, y la tercera de las

suposiciones anteriores concerniendo los colorelagidolas en la urna. Multiplicando
respectivamente cada potencia por la probabiligath duposicion correspondiente, o por

2

3 1 , Ly .
oo Yo la suma de los productos sera la probabilida@>deaer sucesivamente cuatro

bolas negras. Uno tiene asi, para esta probabilfeﬁgduna fraccion mayor qué—. Esta
paradoja se explica al considerar que la indicad@®la superioridad de bolas blancas sobre
las negras en la primera extraccion no excluye b=olato la superioridad de las bolas
negras sobre las blancas, una superioridad quayextd suposicion de la igualdad de los
colores. Pero esta superioridad, aunque ligeranpeabable, debe hacer la probabilidad de
sacar sucesivamente un numero dado de bolas nmegras que en esta suposicion si el
namero es considerable; y recién hemos visto quwecesnienza cuando el nimero dado es
igual a cuatro. Consideremos, una vez mas, unaqueaontiene varias bolas blancas y
negras. Supongamos primero que solamente hay uadlanca y una negra. Es entonces
una apuesta nivelada que se extraera una bolaabkmauna extraccion. Pero parece
entonces que, para la igualdad de la apuesta, qgeelpuesta a extraer la bola blanca debe
tener dos extracciones si la urna contiene dosasegruna blanca; tres extracciones si
contiene tres negras y una blanca, y asi sucesitamge ha supuesto que después de

cada extraccion la bola extraida es puesta de rereleourna.)

Facilmente nos convencemos de que esta primeaseslerronea. En efecto, en el

caso de dos bolas negras y una blanca, la pratedbilde extraer dos negras en dos
. .2 4 Ly ~ .
extracciones es la segunda potencia deg; pero esta probabilidad, afiadida a la de sacar

una bola blanca en dos extracciones, es la cestézanidad, ya que es certero que deben

salir dos bolas negras o al menos una bola bldagarobabilidad en este Gltimo caso es
5 .z 1 P , .
entonces;, una fraccion mayor que Habria todavia una mayor ventaja en la apuesta de

sacar una bola blanca en cinco extracciones shka eontuviese cinco bolas negras y una
blanca; esta apuesta es todavia mas ventajosayzsdra extracciones, y se asemeja a la de
sacar un seis en cuatro lanzamientos con un sdim da

El Chevalier de Méré, quien causo la invencion adtulo de probabilidades al

alentar a su amigo Pascal, el gran gedmetra, aacszipn él, le dijo “que habia encontrado
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un error en los nUmeros por esta proporcion. Sicoosprometemos a sacar seis con un
dado, hay una ventaja en comprometerse con cuatrarientos, como 671 a 625. Si nos
comprometemos a sacar dos seises con dos dadognaalesventaja en comprometerse
con 24 lanzamientos. Al menos 24 es a 36, el nuahetas caras de los dos dados, como 4
es a 6, el numero de caras de un dado.” “Este ®&tibio Pascal a Fermat, “su gran

escandalo, que le llevé a decir valientemente gaegptoposicionésno eran constantes y

gue la aritmética era demente [...]. Tiene una grante) pero no es un geémetra, lo que
es, como sabes, una gran falla.” El Chevalier deéMéngafado por una analogia falsa,
pensé que en el caso de la igualdad de apuestagnetro de lanzamientos deberia

incrementar en proporcién al numero de todas lasad#s posibles, lo que no es exacto,

pero que se aproxima a la exactitud a medida geenémero se hace mayor.

Uno ha tratado de explicar la superioridad denlx@mientos de nifios sobre los de
nifias por el deseo general de los padres de tenkijauque perpetie su apellido. Asi, al
imaginar una urna llenada de una infinidad de bblascas y negras en igual niamero, y
suponiendo a un gran numero de personas cada Uas cigales saca una bola de esta urna
y continda con la intencidén de detenerse hastarfssioado una bola blanca, uno ha creido
gue esta intencion debe hacer que el nimero de btdacas extraidas sea superior al de
las negras. En realidad, esta intencion da neeesante, después de todas las extracciones,
un numero de bolas blancas igual al de las persgnas posible que estas extracciones
nunca conduzcan a una bola negra. Pero es facijueeesta primera nocion es solamente
una ilusion, pues si uno concibe que en la prinegteaccion todas las personas sacan a la
vez una bola de la urna, es evidente que su irftlered puede tener influencia sobre el
color de las bolas que deben aparecer en estaz@wtraSu Unico efecto sera el de excluir
de la segunda extraccion a las personas que hagadasuna bola blanca en la primera. Es
igualmente evidente que la intencion de las pessqua participen en la nueva extraccion
no tendra ninguna influencia sobre el color debalkss que sean sacadas, y que serd lo
mismo en las siguientes extracciones. Esta intancié tendrd, entonces, ninguna
influencia sobre el color de las bolas extraidaslaemotalidad de las extracciones; si

causara, no obstante, que participen mas o mene®na@s en cada extraccion. La

2 Probablemente lo que escribié Pascal fue “propors”, y no “proposiciones”. Empero, en los textos
consultados se lee invariablemente “proposiciondsta del Traductor.
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proporcion de las bolas blancas extraidas a laaselferira, asi, muy poco de la unidad.
Se sigue que, el numero de personas estando sogusst muy grande, si la observacion
da entre los colores extraidos una proporcion diierel sensiblemente de la unidad, es
muy probable que la misma diferencia se encuemtre éa unidad y la proporcion de las

bolas blancas a las negras contenidas en la urna.

Cuento entre las ilusiones la aplicacion que LeilynDaniel Bernoulli han hecho
del célculo de probabilidades a la suma de seBiagno reduce la fraccion cuyo numerador
es la unidad y cuyo denominador es la unidad mawanable en una serie prescrita por la

proporcion a las potencias de esta variable, ésviércque, al suponer la variable igual a la
. ., 1 . , ,
unidad, la fraccién se vuel\éey la serie se vuelve mas uno, menos uno, masmewos

uno, etc. Al afiadir los primeros dos términos, degundos dos, y asi sucesivamente, la

serie se transforma en otra de la cual cada téresnoero. Grandi, un jesuita italiano,
7 T ., . . . 1 .
concluyo de esto la posibilidad de la creaciongperla serie comienza siempre gowio

a esta fraccion surgir desde una infinidad de cerdesde nada. Fue asi que Leibniz creyo
haber visto la imagen de la creacion en su aritaétinaria, donde emple6 solamente los
dos caracteres, la unidad y el cero. Imaginé gaejue Dios puede ser representado por la
unidad y la nada por cero, el Ser Supremo pueds skxsde la nada a todos los seres,
como la unidad con el cero expresa todos los nisnamoeste sistema de aritmética. Esta
idea le resultd tan placentera que se la comunigsaita Grimaldi, presidente del tribunal
de mateméticas en China, con la esperanza de tpierablema de la creacion convirtiera
al cristianismo al emperador, quien amaba partimdate las ciencias. Reporto este
incidente solamente para mostrar hasta qué extetssoprejuicios de la infancia pueden

engafiar a los mas grandes hombres.

Leibniz, siempre conducido por una singular y rfilaja metafisica, considerd que
la serie mas uno, menos uno, mas uno, etc., seevueldad o cero dependiendo de si uno
se detiene en un namero de términos non o parmpan el infinito no hay razén para

preferir uno a otro, siguiendo las reglas de ldabilidad uno debe tomar la mitad de los
resultados relativos a estos dos tipos de niumeguasson cero y la unidad, lo queidpara

el valor de la serie. Daniel Bernoulli ha extendaktie razonamiento a la suma de series
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formadas por términos periddicos. Pero todas estdes no tienen valores propiamente
hablando; los obtienen solo cuando sus términoa saatiplicados por las potencias

sucesivas de una variable menor que la unidad. nEe$o estas series siempre son
convergentes, sin importar qué tan pequefia se gapardiferencia de la variable desde la
unidad; y es facil demostrar que los valores asigagor Bernoulli, en virtud de la regla

de probabilidades, son los mismos valores de xifia generatriz de las series cuando en
estas fracciones uno supone la variable igualumidad. Estos valores son, una vez mas,
los limites a los que las series se aproximan eadamas a medida que la variable se
acerca a la unidad. Pero cuando la variable estaawreaate igual a la unidad, las series
dejan de ser convergentes; tienen valores sélaaneldida en que uno los arreste. La
notable razon [proporcién] de esta aplicacion déduwdo de probabilidades con los limites
de los valores de series periddicas supone quénménos de estas series son multiplicados
por todas las potencias consecutivas de la varid¥eo esta serie puede resultar del
desarrollo de una infinidad de distintas fraccioardas que esto no ocurrid. Asi, la serie
MAas uno, menos uno, Mas uno, etc., puede surgidesrrollo de una fraccion cuyo

numerador sea la unidad mas la variable y cuyo rderemlor sea este numerador
aumentado por el cuadrado de la variable. Supoaiémdariable igual a la unidad, este

. . s . . 2
desarrollo cambia en la serie propuesta, y la iacgeneratriz se vuelve |gualgalas

reglas de probabilidades darian entonces un rdsuftdso, lo que muestra el peligro que
supondria emplear un razonamiento similar espeeigienen las ciencias matematicas, que

deben distinguirse por el rigor de sus operaciones.

Llegamos naturalmente a creer que el orden dedzwen el cual vemos las cosas
renovarse en la Tierra ha existido desde siempaniinuara siendo asi. Ciertamente, si el
estado actual del universo fuese exactamente siatiestado anterior que lo ha producido,
daria lugar, a su vez, a un estado similar, y t@sdn seria entonces eterna. Aplicando el
analisis a la ley de gravitacion universal he etremlo que el movimiento de rotacion y de
revolucion de los planetas y los satélites, asiccdanposicion de las oOrbitas y de sus
ecuadores, estan sujetos solo a desigualdadedipagd Al comparar con los antiguos
eclipses la teoria de la ecuacion secular de la hendescubierto que, desde Hiparco, la

duracion del dia no ha variado por la centésimardsegundo, y que la temperatura media
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de la Tierra no ha disminuido la centésima de @aal@rAsi, la estabilidad del orden actual
parece establecida al mismo tiempo por la teoiisyobservaciones. Pero este orden se
efectla por diversas causas reveladas por un exai®eto, y que es imposible someter al

calculo.

Las acciones del océano, de la atmdsfera y dmédsoros, de los terremotos, y de
la erupcion de los volcanes, agitan continuameateuperficie de la Tierra y deben
efectuar, a la larga, grandes cambios. La temperata los climas, el volumen de la
atmosfera, y la proporcién de los gases que latitaysn, pueden variar de un modo
inapreciable. Siendo nuevos los instrumentos yrledios apropiados para determinar estas
variaciones, hasta este momento la observacioidbarseapaz de ensefiarnos algo en este
aspecto. Pero es poco probable que las causas lgogben y renuevan los gases
constituyendo al aire mantengan exactamente speatdgs proporciones. Una larga serie
de siglos mostrara las alteraciones experimeniaola®dos estos elementos, tan esenciales
para la conservacion de los seres organizados. Ugults monumentos historicos no se
remontan a una gran antigiiedad, nos dan muestranaleios suficientemente grandes que
han tenido lugar por la accion lenta y continudageagentes naturales. Buscando en las
entrafias de la Tierra uno encuentra numerosos bsgsntde la primera naturaleza,
completamente distintos de los actuales. Por airéepsi toda la Tierra era liquida al
principio, como todo parece indicar, uno imagin@ @l pasar de tal estado al actual su
superficie debid haber experimentado cambios piogbg. El propio cielo, a pesar del
orden de sus movimientos, no es inmutable. Latergim de la luz y de otros fluidos
etéreos, asi como la atracciéon de las estrellasndelterar considerablemente, después de
un gran numero de siglos, los movimientos planetalias variaciones ya observadas en
las estrellas y en la forma de las nebulosas nos uiha presentimiento de aquellas
[variaciones] que desarrollara el tiempo en eksist de estos grandes cuerpos. Uno puede
representar los sucesivos estados del universamarcurva de la cual el tiempo seria la
abscisa y las ordenadas los diversos estados. s\penaciendo un elemento de esta curva,
estamos lejos de poder regresar a su origen, graigatisfacer a la imaginacion, siempre
inquieta ante nuestra ignorancia de la causa ddelmdmenos que le interesan, uno

aventura algunas conjeturas, es sabio presentamasna reserva extrema.
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En la estimacién de probabilidades existe un tpoilusiones que, dependiendo
especialmente de las leyes de la organizaciorentitedl, demanda, con el fin de defenderse
contra ellas, un examen profundo de estas leyedeg&do de penetrar en el futuro, y las
proporciones de algunos eventos notables con ladigsiones de los astrologos, los
adivinos y los adivinadores, con los presentimigntdos suefios, con los nimeros y los
dias reputados como afortunados o desafortunadws,dado lugar a una multitud de
prejuicios todavia muy extendidos. Uno no reflegi@obre el nUmero de no-coincidencias
gue no han hecho ninguna impresion o que son desicas. Sin embargo, es necesario
estar familiarizado con ellas para apreciar la gbdlwlad de las causas a las que se
atribuyen las coincidencias. Este conocimiento icmairia, sin duda, aquello que nos dicta
la razén con respecto a estos prejuicios. Asijl@éddfo de la antigiiedad al que en un
templo se le muestra, con el fin de exaltar el pdeédios ahi adorado, ek vetode todos
aguellos que después de haberlo invocado se saldarta catastrofe, presenta un incidente
consonante con el calculo de probabilidades, obsdo/que no ve inscritos los nombres de
aquellos que, a pesar de su invocacion, han pere€iteron ha refutado todos estos
prejuicios con mucha razon y elocuencia emsudivinatione que termina con un pasaje
que citaré aqui;pues uno adora encontrar una vez mas, entre figuias, los rayos de la
razéon que, después de haber disipado todos lasigosj por su luz, deben convertirse en
el unico fundamento de las instituciones humanas.

“Es necesario”, dice el orador romano, “rechdaadivinacion por los suefios y por
todos los prejuicios similares. La supersticibnegatizada ha subyugado a la mayoria de
las mentes y ha tomado posesion de la debilidasd&ombres. Es esto lo que hemos
expuesto en nuestros libros sobre la naturalezéogialioses, y especialmente en este
trabajo, persuadidos de que prestaremos un SeioiboS y a NOSotros si conseguimos
destruir la supersticion. No obstante (y deseo eppecialmente en este aspecto sea bien
comprendido mi pensamiento), al destruir la sufmdst estoy lejos de querer perturbar la
religiobn. La sabiduria se nos une para manteneiinstduciones y las ceremonias de
nuestros ancestros, tocando el culto de los diddés. aun, la belleza del universo y el
orden de las cosas celestiales nos fuerzan a remoalguna naturaleza superior que debe

ser notada y admirada por la raza humana. Pera medida en que es apropiado propagar

3 La traduccién del pasaje es mia. Nota del Traducto
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la religion, que est4 ligada con el conocimientdadeaturaleza, es necesario promover la
extirpacion de la supersticion, pues ésta atormaniao, importuna a uno, y lo persigue
continuamente y en todo lugar. Si uno consulta adimino o a un adivinador, si uno

inmola a una victima, si uno considera el vueladeajaro, si relampaguea, si truena, si
hay rayos, finalmente, si hay nacidos o se matdfian tipo de prodigio, cosas una de las
cuales debe suceder a menudo, entonces dominpdestcion y no deja reposo. El propio

suefio, refugio de los mortales en sus problemas yakores, se convierte por ella en una

nueva fuente de inquietud y miedo.”

Todos estos prejuicios y los terrores que inspgatdn conectados con causas
psicolégicas que a veces contindan operando fuertimincluso después de que la razon
se haya desengafiado de ellas. Pero la repeticic@actds contrarios a estos prejuicios

siempre puede destruirlos.

119



CAPITULO XVII

SOBRE LOS DIVERSOS MEDIOS DE ACERCARSE A LA CERTEZA

La induccién, la analogia, las hipétesis fundasialsre hechos y continuamente
rectificadas por nuevas observaciones, un feliotafrecido por la naturaleza y fortalecido
por numerosas comparaciones de sus indicacioneslacaxperiencia; tales son los

principales medios para llegar a la verdad.

Si uno considera una serie de objetos de la mhaaleza, percibe entre ellos y
en sus cambios razones que se manifiestan cadadsea medida que la serie se prolonga,
y que, extendiéndose y generalizandose continuaneanhducen finalmente al principio
del cual fueron derivadas. Pero estas razones estameltas por tantas circunstancias
extrafias que se requiere de una gran sagacidadiggeamarafarlas y para recurrir a este
principio; en esto consiste el verdadero genio adediencias. El andlisis y la filosofia
natural deben sus descubrimientos mas importanteste fructifero medio, llamado
induccion Newton estaba en deuda con él por su teoremhimi@hio y el principio de
gravitacion universal. Resulta dificil apreciar paobabilidad de los resultados de la
induccidn, que esta basada en que las razonesim@ies son las mas comunes; esto se
verifica en las formulas del andlisis y se encw@edé& nuevo en los fendmenos naturales, en
la cristalizacion, y en las combinaciones quimidasta simplicidad de las razones no
resulta sorprendente si consideramos que todosféasos de la naturaleza son solamente

resultados mateméaticos de un pequefio nimero deilayetables.

Con todo, la induccién, al llevar al descubrimgede los principios generales de las
ciencias, no basta para establecerlos de modouabhs8iempre es necesario confirmarlos
por demostraciones o por experimentos decisivoss pa historia de las ciencias nos
muestra que a veces la induccion ha llevado atesld inexactos. Citare, por ejemplo, un
teorema de Fermat con respecto a los niameros prigste gran gedmetra, quien habia
meditado profundamente sobre este teorema, bused fammula que, conteniendo
Unicamente nameros primos, diera directamente oreraiprimo mayor que cualquier otro
namero asignable. La induccidn lo llevd a pensardps, elevado a una potencia que fuese

ella misma una potencia de dos, formaba con laadnich niGmero primo. Asi, dos elevado
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al cuadrado mas uno, forma el nimero primo cincg; @levado a la segunda potencia de
dos, o dieciséis, forma con uno el numero primaidiete. Descubrio que esto seguia
siendo cierto para la octava y la dieciseisavarmede dos aumentada por la unidad, y
esta induccion, basada en diversas consideracioitesticas, causé que considerara a este
resultado como general. Sin embargo, confesé nerlmabdemostrado. En efecto, Euler
reconocié que no vale para la trigésimo segundanp@ de dos, que, aumentada por la
unidad, da 4, 294, 967, 297, un nimero divisibleeet¥ 1.

Por la induccion juzgamos que si varios eventosyimientos, por ejemplo,
aparecen constantemente y siempre han estado adoggior una razén simple, seguiran
estando sujetos a ella; y de esto concluimos, @dedria de las probabilidades, que esta
razén no se debe al azar, sino a una causa refsiala igualdad de los movimientos de
rotacion y de revolucion de la luna; la de los moentos de los nodos de la érbita y del
ecuador lunar, asi como la coincidencia de esta®sjola proporcién singular de los
movimientos de los tres primeros satélites de dfpite acuerdo con la cual la longitud
media del primer satélite, menos tres veces Iaetpindo, mas dos veces la del tercero, es
igual a dos angulos rectos; la igualdad del interda las mareas con el del paso de la luna
al meridiano; el retorno de las mayores mareasla®sizigias y de las menores con las
cuadraturas; todas estas cosas, que se han mantlesde que fueron observadas por
primera vez, indican con una probabilidad extreanaXistencia de causas constantes que
los gedmetras felizmente han vinculado con la leygdavitacion universal, y que su

conocimiento hace cierta la perpetuidad de esrases.

El canciller Bacon, el elocuente promotor del aeieto método filosofico, ha hecho
un mal uso muy extrafio de la induccion con el npdobar la inmovilidad de la Tierra.
Asi razona en dlovum Organumsu mejor trabajo: “El movimiento de las estreti@sde
el oriente al occidente aumenta en rapidez en peapocon su distancia desde la Tierra.
Este movimiento es mas rapido con las estrellasgdigce un poco con Saturno, un poco
mas con Jupiter, y asi hasta la luna y los conmeéasgrandes. Sigue siendo perceptible en
la atmoésfera, especialmente entre los tropicosausa de los grandes circulos que ahi
describen las moléculas del aire; finalmente, es weapreciable con el océano, y es

entonces nulo para la Tierra.” Pero esta inducsidlamente prueba que Saturno, y las
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estrellas que son inferiores a él, tienen sus psopiovimientos, contrarios al movimiento
real o aparente que barre toda la esfera celestiedd oriente al occidente, y que estos
movimientos parecen mas lentos con las estrellasremotas, lo que es conforme con las
leyes de la optica. Bacon debié haberse impresmmex la inconcebible rapidez que
requieren las estrellas para completar su revatudiorna, si la Tierra es inmévil, y por la
extrema simplicidad con la que su rotacion exptiéeno cuerpos tan distantes entre si,
como las estrellas, el sol, los planetas, y la ,lyperecen todos estar sujetos a esta
revolucion. En cuanto al océano y la atmosferagelmiéo comparar su movimiento con el
de las estrellas que estan separadas de la Toeracomo el aire y el mar forman parte del
globo terrestre, debian participar en su movimieném su reposo. Es llamativo que Bacon
no fuese conquistado por la majestuosa idea quendedrso ofrece el sistema copernicano.
A favor de tal sistema si pudo encontrar, emperextés analogias en los descubrimientos
de Galileo, a los que dio continuidad. Ha ofrecati@recepto para buscar la verdad, pero
no el ejemplo. Pero al insistir, con toda la fuedsala razén y la elocuencia, en la
necesidad de abandonar las insignificantes sutildegda escuela para aplicarse uno mismo
en las observaciones y las experiencias, y al aeBbhlverdadero método para llegar a las
causas generales de los fendmenos, este granfdilésotribuyé a las inmensas zancadas

que hizo la mente humana en el magnifico sigld guetermino su carrera.

La analogia esta basada sobre la probabilidadidecgsas similares tienen causas
del mismo tipo y producen los mismos efectos. Bsthabilidad aumenta a medida que la
similitud se hace mas perfecta. Asi, juzgamos aoladjue seres provistos de los mismos
organos, haciendo las mismas cosas, experimerganidmas sensaciones y se mueven por
los mismos deseos. La probabilidad de que los d@émgue se nos asemejan tengan
sensaciones analogas a las nuestras, aunque urinfer@or a la [probabilidad] relativa a
individuos de nuestra especie, todavia es muy grapdse ha necesitado de toda la
influencia de los prejuicios religiosos para haosrpensar, junto con algunos filésofos,
gue los animales son meros autOmatas. La probatbilce la existencia de sensacion
decrece en la misma proporcion a medida que digmiteusimilitud de los 6rganos con los
nuestros, pero siempre es muy grande, incluso a®iméectos. Al ver que aquellos de la
misma especie ejecutan cosas muy complicadas exauta de la misma forma de

generacion a generacion, y sin haberlas aprendi,llega a creer que actdan por una
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especie de afinidad anéloga a la que une las nlakde los cristales, pero que, junto con
la sensacion ligada a toda organizacion animaldyme, con la regularidad de
combinaciones quimicas, combinaciones que son muondsosingulares; quiza uno podria
llamar afinidad animala esta mezcla de afinidades y sensaciones elecfwmque existe
una gran analogia entre la organizacion de laggdanla de los animales, no me parece
suficiente [razon] para extender a los vegetalesestido de la sensacion; pero nada nos

autoriza a negarselo.

Dado que el Sol da a luz, por la benéfica acciérsul luz y de su calor, a los
animales y a las plantas que cubren la Tierragpatogia juzgamos que produce efectos
similares en los otros planetas; pues no es ngiardar que la causa cuya actividad vemos
desarrollarse de tantas maneras sea estéril solplaneta tan grande como Jupiter, que, al
igual que el globo terrestre, tiene sus dias, sgbes, y sus afos, y cuyas observaciones
indican cambios que suponen fuerzas muy activapeEm equivaldria a extender mucho
la analogia el concluir de ella la similitud de kabitantes de los planetas y de la Tierra. El
hombre, hecho para la temperatura que goza, yebatamento que respira, no seria capaz,
de acuerdo con toda apariencia, de vivir en ottasgpas. Pero, ¢no deberia haber una
infinidad de organizacion relativa a las diversasstituciones de los globos de este
universo? Si la Unica diferencia de los elementds Yos climas produce tanta variedad en
producciones terrestres, jcuanto mayor deberia atels diferencia entre aquellas
[producciones] de los diversos planetas y de sidditea! Ni siquiera la imaginacion mas

activa puede formarse una idea, pero su existesamluy probable.

Por una fuerte analogia llegamos a consideraredsellas como tantos soles
dotados, como el nuestro, de un poder atractivpqooional a la masa y reciproco al
cuadrado de las distancias; pues este poder esti@maastrado para todos los cuerpos del
sistema solar, y para sus moléculas mas pequediaseppertenecer a toda la materia. Ya
los movimientos de las estrellas pequeias, quesidanllamadagioblesa cuenta de su
conjuncion, parecen indicarlo. A lo mucho un sideobservaciones precisas, verificando
sus movimientos de revolucion entre si, pondraafuge toda duda sus atracciones
reciprocas.
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La analogia que nos lleva a hacer de cada esttatlntro de un sistema planetario
es mucho menos fuerte que la anterior, pero adgpi@babilidad por la hipotesis que se
ha propuesto con respecto a la formacion de lasllasty del sol; pues en esta hipotesis
cada estrella, habiendo sido como el sol, cercadgmalmente por una vasta atmdésfera, es
natural atribuir a esta atmdésfera los mismos e$egte a la atmaosfera solar, y suponer que

ha producido, al condensarse, planetas y satélites.

En las ciencias, un gran nimero de descubrimiesgodebe a la analogia. Citaré
como uno de los mas notables el descubrimienta @éettricidad atmosférica, a la que se

ha llegado por la analogia de fendmenos eléctdondos efectos del trueno.

El método mas seguro para guiarnos en la busqdeda verdad consiste en
ascender, por induccion, desde fendmenos a legiesde leyes a fuerzas. Las leyes son las
razones que conectan entre si fendmenos partisulewando han mostrado el principio
general de las fuerzas de las que derivan, undiczerya sea por experiencias directas
(cuando sea posible) o por examinacién, si coneueoth fendmenos conocidos; y si por
un andlisis riguroso vemos que proceden de esteipid, incluso en sus detalles
pequefios, y si, mas todavia, son muy variadas yerasgas, entonces la ciencia adquiere el
mayor grado de certeza y de perfeccion al que paspiear. Asi se ha vuelto la astronomia
por el descubrimiento de la gravitacion univerkalhistoria de las ciencias muestra que el
lento y laborioso camino de la induccion no siempaesido el de los inventores. La
imaginacién, impaciente por llegar a las causasps®lace en crear hipétesis, y a menudo
modifica los hechos con el propésito de adaptaal@s obra; entonces las hipétesis son
peligrosas. Pero cuando uno las considera solanuem® el medio para conectar los
fendmenos para asi descubrir las leyes, cuandehakarse a atribuirlas a una realidad,
uno las rectifica continuamente por nuevas obsemas, pueden llevar a las causas
verdaderas, o al menos a ponernos en posicion deluoo desde los fenémenos

observados, aquellos que ciertas circunstanciaeridgebproducir.

Si probasemos todas las hip6tesis que pueden feencan respecto a la causa de
los fendmenos, llegariamos, por un proceso de sx¥clya la verdadera. Este medio ha
sido empleado con éxito; a veces hemos llegadoiasvaipétesis que explican igualmente

bien todos los hechos conocidos, y ante las cledesstudiosos estan divididos hasta que
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observaciones decisivas han hecho conocer la venalantonces resulta interesante, para
la historia de la mente humana, regresar a espadelsis para ver como han conseguido
explicar un gran numero de hechos, y para investaggacambios que debieron padecer
para concordar con la historia de la naturalezadtgjue el sistema de Ptolomeo, que es
solamente la realizacion de apariciones celestestransforma en la hipotesis del

movimiento de los planetas alrededor del sol athmyuales y paralelos a la orbita solar los
circulos y los epiciclos que describe anualmentajya magnitud que deja indeterminada.

Basta entonces, con el fin de transformar estadspden el sistema verdadero del mundo,

con transportar el movimiento aparente del solresamtido contrario al de la Tierra.

Casi siempre es imposible someter al célculo tbatilidad de los resultados
obtenidos por estos diversos medios; esto es iguméntierto para los hechos histéricos.
Pero la totalidad de los fendbmenos explicados, lmsléestimonios, es a veces tal que, sin
ser capaces de apreciar la probabilidad, no podeoma razonablemente de ellos. En los

otros casos es prudente admitirlos solo con giserva.
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CAPITULO XVIII
NOTA HISTORICA SOBRE EL CALCULO DE PROBABILIDADES

Hace mucho tiempo que en los juegos mas simplesdeterminaron las
proporciones de las posibilidades que son favosabldesfavorables para los jugadores, y
las apuestas se regularon de acuerdo con estax@omes. Pero nadie antes de Pascal y
Fermat habia ofrecido los principios y los métodasa someter este asunto al calculo, y
nadie habia resuelto las complicadisimas cuestideesste tipo. Es, entonces, a estos dos
grandes gedmetras que debemos referir los primelersentos de la ciencia de las
probabilidades, cuyo descubrimiento puede clasfeantre las cosas notables que han
hecho ilustre al siglo diecisiete, el siglo quénkaho el mayor honor a la mente humana. El
principal problema que resolvieron por distintostodés consiste, como ya vimos, en
distribuir equitativamente la apuesta entre losagloges, quienes se supone que son
igualmente habiles y concuerdan en detener el jaates de que termine si la condicion
del juego es que, para ganarlo, uno debe obtenatdimmero dado de puntos distinto para
cada uno de los jugadores. Es claro que la disidbudebe hacerse proporcionalmente a
las respectivas probabilidades de los jugadoregafear el juego, las probabilidades
dependiendo del nimero de puntos que todavia faEermétodo de Pascal es muy
ingenioso, y en el fondo es solamente la ecuaciodiférencias parciales de este problema
aplicada a determinar las sucesivas probabiliddddss jugadores yendo de los numeros
mas pequefios a los siguientes. Este método estadaral caso de dos jugadores; el de
Fermat, basado en combinaciones, aplica a cualqureero de jugadores. Pascal crey6 en
un principio que estaba, como el suyo, restringiddos jugadores, y esto produjo entre
ellos una discusion al final de la cual Pascal mec® la generalidad del método de

Fermat.

Huygens compilé los diversos problemas que yadmabido resueltos y afiadié
algunos nuevos en un pequefio tratado, el primezchguaparecido sobre este tema y que
tiene por tituloDe Ratiociniis in ludo aleaeDesde entonces, varios gedmetras se han
ocupado de este tema: Hudde, el gran pensionariibedVHolanda, y Halley en Inglaterra,

aplicaron el calculo a las probabilidades de laidmana, y Halley publicé la primera
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tabla de mortalidad en este campo. Casi al misemp Jacques Bernoulli propuso a los
geOmetras varios problemas de probabilidad de uesodrecio soluciones posteriormente.
Finalmente compuso su bello trabajo titula#lis conjectandi que aparecio siete afos
después de su muerte, ocurrida en 1706. La cidedias probabilidades es investigada con
mas profundidad en este trabajo que en el de Heygdrautor propone una teoria general
de combinaciones y series, y la aplica a diversastmnes dificiles concernientes al azar.
Este trabajo sigue siendo notable a cuenta desteipuy la inteligencia de vista, el empleo
de la férmula del binomio en este tipo de cuesspgeor la demostracion de este teorema,
a saber, que al multiplicar indefinidamente las eobaciones y las experiencias, la
proporcion de los eventos de distintas naturalseagproxima a la de sus respectivas
probabilidades en los limites cuyo intervalo seeesta cada vez mas en la proporcion en
gue se multiplican y se vuelve menor que cualqraetidad asignable. Este teorema resulta
muy Util para obtener, por observaciones, las Igyas causas de los fendmenos. Bernoulli
concede una gran importancia, con razén, a su deanis, sobre la que ha dicho haber
meditado por veinte afios.

En el intervalo, desde la muerte de Jacques Bhirfasta la publicacion de su
trabajo, Montmort y Moivre produjeron dos tratadgodre el calculo de probabilidades. El
de Montmort tiene por tituldEssai sur les Jeux de hasarg contiene numerosas
aplicaciones de este célculo a varios juegos. Esetminda edicion el autor ha afiadido
algunas cartas en las que Nicolas Bernoulli propgogeniosas soluciones para varios
problemas dificiles. El tratado de Moivre, posteebde Montmort, aparecié primeramente
en las Transactions philosophiquedel afio de 1711. Después el autor lo publico por
separado, y lo ha mejorado sucesivamente en trie®rees. Este trabajo estd basado
principalmente en la férmula del binomio, y los lemas que contiene poseen, al igual
gue sus soluciones, una gran generalidad. Perarsgteristica distintiva es la teoria de
series recurrentes y su uso en este tema. Esta &ola integracion de ecuaciones lineales
de diferencias finitas con coeficientes constarges,Moivre llevo a cabo de un modo muy
satisfactorio.

En este trabajo, Moivre ha retomado la teoriaageues Bernoulli con respecto a la

probabilidad de resultados determinados por un ganero de observaciones. No se
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contenta con mostrar, como si lo hace Bernoullg guproporcion de los eventos que
deben ocurrir se aproxima sin cesar a la de spgctgas probabilidades, sino que ofrece,
ademas, una expresion simple y elegante de la lplinlzal de que la diferencia de estas
dos proporciones esté contenida dentro de limielosl Para este propdésito determina la
proporcion del término mayor del desarrollo de potencia muy grande del binomio a la
suma de todos sus términos, y el logaritmo hipabdlel excedente de este término por

encima de los términos adyacentes a él.

Siendo el término mayor el producto de un nimernosicderable de factores, su
calculo numérico resulta impracticable. Con el di@ obtenerlo por una aproximacion
convergente, Moivre hace uso de un teorema den8tirespecto al término medio del
binomio elevado a una potencia grande, un teorenta@ble especialmente en esto: que
introduce la raiz cuadrada de la proporcion dertueferencia al radio en una expresion
gue pareceria ser irrelevante para este trascend®ar otra parte, Moivre estuvo
enormemente impresionado por este resultado, guieghabia deducido de la expresion
de la circunferencia en productos infinitos; Wahl@bia llegado a esta expresion por un
analisis singular que contiene el germen de la ourpsa y Util teoria de las integrales

definidas.

Muchos estudiosos, de entre los que deberiamosbmao a Deparcieux,
Kersseboom, Wargentin, Dupré de Saint-Maure, Simpddessene, Moheau, Price,
Bailey, y Duvillard, han coleccionado una gran wad de datos precisos con respecto a la
poblacion, los nacimientos, los matrimonios, y lartalidad. Han ofrecido férmulas y
tablas relativas a rentas vitalicias, tontinasagtas, etc. Pero en esta breve nota sélo
puedo indicar estas obras utiles con el propostadherirse a las ideas originales. De este
namero una mencion especial se debe a las espgnm@aramatica y moral y a al ingenioso
principio que Daniel Bernoulli ha suministrado pammeter la dltima al andlisis. Tal es,
una vez mas, la afortunada aplicacién que ha hdehaalculo de probabilidades a la
inoculacion. Uno deberia incluir especialmentegenimero de estas ideas originales, la
consideracion directa de la posibilidad de los taeitrazados desde eventos observados.
Tanto Jacques Bernoulli como Moivre supusieronseptssibilidades como conocidas, y

buscaron la probabilidad de que el resultado desréxqcias futuras esté cada vez mas
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cerca de representarlas. Bayes, erTlassactions philosophiquetel afio de 1763, busco
directamente la probabilidad de que las posibikdashdicadas por experiencias pasadas
estuviesen comprendidas dentro de limites dadba,llegado a este resultado de un modo
refinado y muy ingenioso, aunque un poco confuste EEma esta conectado con la teoria
de la probabilidad de las causas y de los eventbgol concluidos desde eventos
observados. Algunos afios después expuse los posidp esta teoria con una observacion
en cuanto a la influencia de las desigualdadegugeden existir entre las posibilidades que
estan supuestas a ser iguales. Aunque no se sald¢ @e estos eventos simples favorecen
estas desigualdades, esta ignorancia suele inctaméa probabilidad de eventos

compuestos.

Al generalizar el analisis y los problentncernientes a las probabilidades, llegué
al célculo de las diferencias finitas parciales degde entonces Lagrange ha tratado por un
método muy simple, y cuyas elegantes aplicacionastiizado en este tipo de problemas.
La teoria de funciones generatrices que publiggeatanismo tiempo incluye estos temas
entre aquellos que abarca, y esta adaptada, coaylar generalidad, a las cuestiones mas
dificiles de la probabilidad. Determina una vez hpé@s aproximaciones muy convergentes,
los valores de las funciones compuestas de un rgiarero de términos y factores; y al
mostrar que la raiz cuadrada de la proporcién deirtainferencia al radio entra muy
frecuentemente en estos valores, muestra que pogdducirse una infinidad de otros

trascendentes.

Los testimonios, los votos, y las decisiones @endreas electorales y deliberativas,
asi como los juicios de los tribunales, han sidoaligente sometidos al calculo de
probabilidades. Tantas pasiones, intereses divergosircunstancias complican las
cuestiones relativas a los asuntos, que casi seesgn irresolubles. Pero la solucion de
problemas muy simples que guardan una gran anatogi&llos a menudo puede arrojar
mucha luz sobre cuestiones dificiles e importarfes,la garantia del calculo hace siempre

preferible a los razonamientos mas especiosos.

Una de las aplicaciones mas interesantes dello&leuprobabilidades concierne a
los valores medios que deben elegirse entre ladtadss de las observaciones. Muchos

geoOmetras han estudiado el tema, y Lagrange hacadblen lasMemoires de Turirun
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precioso método para determinar estos valores matha vez conocida la ley de los
errores de las observaciones. Para el mismo ptog@sisuministrado un método basado en
una singular estratagema que puede emplearse ogartegnte en otras cuestiones del
analisis; y éste, al permitir una extension inddéren todo el curso de un célculo extenso
de las funciones que habrian de estar limitadadapoaturaleza del problema, sefala las
modificaciones que cada término del resultado fivabria de recibir en virtud de estas
limitaciones. Ya hemos visto que cada observaciépgrciona una ecuacion de condicion
de primer grado que siempre puede disponerse derental que todos sus términos estén
en el primer miembro, el segundo [miembro] sienel@ cEl uso de estas ecuaciones es una
de las causas principales de la gran precisiorudstras tablas astronémicas, porque asi se
ha hecho que concurra un nimero inmenso de exeslebservaciones al determinar sus
elementos. Cuando haya solamente un elementodetseminado, Cotes prescribié que las
ecuaciones de condiciébn deben prepararse de modpdael coeficiente del elemento
desconocido sea positivo en cada una de ellase yaglas estas ecuaciones se afladan para
asi formar una ecuacion final desde la que se @lefivalor de este elemento. La regla de
Cotes fue seguida por todos los calculadores, panw no consiguié determinar varios
elementos, no hubo una regla fija para combinaetasciones de condicion de modo tal
gue se obtuviesen las necesarias ecuaciones fipaiespara cada elemento uno elige las
observaciones mas apropiadas para determinarlocdfuel fin de evitar estos tanteos que
Legendre y Gauss concluyeron afiadir los cuadradokos primeros miembros de las
ecuaciones de condicién, y hacer de la suma unnmimal variar cada elemento
desconocido; por este medio se obtienen direct@miamitas ecuaciones finales como
hayan elementos. Pero, ¢los valores determinadose§tas ecuaciones merecen la
preferencia sobre todos aquellos que pueden obtempar otros medios? El calculo de
probabilidades pudo responder por si solo estauptaglLo apliqué, pues, a este asunto, y
por un analisis delicado obtuve una regla que yeclal método anterior y que posee la
ventaja de ofrecer por un proceso regular, ademsscelementos deseados, la posibilidad
de obtenerlos con la mayor muestra de evidencidedestotalidad de las observaciones, y

de determinar los valores que dejan solamente iosnos errores posibles a ser temidos.

Sin embargo, tenemos solamente un conocimient@riegio de los resultados

obtenidos siempre que sea desconocida la ley dertoses a los que son susceptibles;
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debemos poder asignar la probabilidad de que estoses estén contenidos en limites
dados, lo que equivale a determinar aquello quéahgado elpesode un resultado. El

analisis conduce a férmulas generales y simplea pate proposito. He aplicado este
analisis a los resultados de observaciones geedédid problema general consiste en
determinar las probabilidades de que los valoramdeo de varias funciones lineales de los

errores de un gran niumero de observaciones estéenados en cualesquiera limites.

La ley de la posibilidad de los errores de obsgorees introduce en las expresiones
de estas probabilidades una constante cuyo vatec@aequerir el conocimiento de esta
ley, que casi siempre es desconocida. Por foresta,constante puede determinarse desde
las observaciones.

En la investigacion de elementos astrondmicos datia por la suma de los
cuadrados de las diferencias entre cada observgcianobservacion calculada. Al ser
proporcionales a la raiz cuadrada de esta sunarm®s igualmente probables, uno puede,
por la comparacion de estos cuadrados, aprecadetitud relativa de las distintas tablas
de la misma estrella. En las operaciones geodéssatas cuadrados son remplazados por
los cuadrados de los errores de las sumas obssrdadas tres angulos de cada triangulo.
La comparacion de los cuadrados de estos errogeparmitira juzgar la precision relativa
de los instrumentos con los que han sido medidoangulos. Por esta comparacion se ve

la ventaja del circulo de reflexion sobre los mstentos que ha remplazado en la geodesia.

En las observaciones suelen existir muchas fueletesrores; asi, las posiciones de
las estrellas estando determinadas por medio l@skctgpio meridiano y del circulo, ambos
susceptibles a errores cuya ley de probabilidadet®ria suponerse como la misma, los
elementos que se deducen desde estas posiciodesaésttados por estos errores. Las
ecuaciones de condicion, que se hacen para olgstotar elementos, contienen los errores
de cada instrumento y tienen diversos coeficieritésistema de factores mas ventajoso
por el cual deben multiplicarse respectivamentasestuaciones para obtener, por la unién
de los productos, tantas ecuaciones finales colyanhglementos a ser determinados, ya no
es el de los coeficientes de los elementos ene@adzcion de condicion. El andlisis que he
utilizado lleva facilmente, sea cual sea el nunmdegoas fuentes de error, al sistema de

factores que da los resultados mas ventajososjaellas|en donde el mismo error es menos
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probable que en cualquier otro sistema. El misméligia determina las leyes de

probabilidad de los errores de estos resultaddasHE8rmulas contienen tantas constantes
desconocidas como hayan fuentes de error, y depeteldas leyes de probabilidad de

estos errores. Ya se ha visto que, en el caso desola fuente, esta constante puede
determinarse por la formacion de la suma de lodradas de los residuos de cada ecuacion
de condicion cuando han sido sustituidos los valereontrados para estos elementos. Un
proceso similar generalmente da valores de estetardes, sea cual sea su numero, lo que

completa la aplicacion del calculo de probabilidadéos resultados de observaciones.

Debo hacer aqui una observacién importante. Lagiegincertidumbre que dejan
las observaciones, cuando no son numerosas, coectesa los valores de las constantes
recién discutidas, hace un poco inciertas las mitbades determinadas por el andlisis.
Pero casi siempre basta con saber si la probatbiidaque los errores de los resultados
obtenidos estén comprendidos dentro de limiteg@®is se aproxima cercanamente a la
unidad; y cuando no lo hace, basta con saber loagtgpunto han de multiplicarse las
observaciones con el fin de obtener una probalilidd que no quede ninguna duda
razonable con respecto a la exactitud de los sstgt Las formulas analiticas de
probabilidades satisfacen perfectamente este riegeato, y en esta conexion pueden ser
vistas como el complemento necesario de las cienbasadas en una totalidad de
observaciones susceptibles de error. Son igualmedigpensables para resolver un gran
namero de problemas en las ciencias natural y mdmé causas regulares de los
fendmenos suelen ser, 0 bien desconocidas, o kimagiado complicadas como para ser
sometidas al calculo; ademas, su accién suele pstiurbada por causas accidentales e
irregulares. Pero siempre queda su impresion erevestos producidos por todas estas
causas, y conduce a modificaciones que solamemdepdeterminar una larga serie de
observaciones. El analisis de probabilidades ddtarestas modificaciones; asigna la
probabilidad de sus causas y sefala los medios aam@entar continuamente esta
probabilidad. Asi, en medio de las causas irregalajue perturban la atmosfera, los
cambios periédicos del calor solar, del dia a leheoy del invierno al verano, producen en
la presion de esta gran masa de fluido y en laespandiente altura del barometro, las
oscilaciones diurnas y anuales; y numerosas oligenes baromeétricas han revelado la

primera con una probabilidad al menos igual a ldodehechos que consideramos como
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ciertos. Asi, una vez mas la serie de eventosrliegdnos muestra la accion constante de
los grandes principios de la ética en medio deéssones y de los diversos intereses que
perturban a las sociedades en todos los sentidosotable que una ciencia que comenzo
con la consideracion de juegos de azar se eleangb de los asuntos mas importantes del

conocimiento humano.

He reunido todos estos métodos en Theorie analytique des Probabilitesn
donde he propuesto exponer, del modo mas genesgbrincipios y el analisis del calculo
de probabilidades, asi como las soluciones dertdsigmas mas dificiles e interesantes que

presenta el célculo.

En este ensayo se ve que la teoria de probalakdas, en el fondo, Unicamente
sentido comun reducido al calculo; nos permite @precon exactitud aquello que las
mentes exactas sienten por una especie de insiimger capaces a menudo de ofrecer una
razon para él. No deja arbitrariedad en la elecd@®npiniones y lados a ser tomados, y por
su uso siempre puede determinarse la eleccion md®josa. De ahi que supla muy
felizmente la ignorancia y la debilidad de la memtenana. Si consideramos los métodos
analiticos a los que ha dado lugar esta teorigridad de los principios que le sirven como
base; la fina y delicada l6gica que requiere sulempn la solucién de problemas; el
aparecimiento de la utilidad publica que descanbeesella; la extension que ha recibido y
gue aun puede recibir por su aplicacion a las mrest mas importantes de la filosofia
natural y de la ciencia moral; en definitiva, snsimleramos que, incluso en las cosas que no
pueden someterse al calculo, ofrece los consejass seguros que pueden guiarnos en
nuestros juicios, y nos ensefa a evadir las ilesi@ue a menudo nos confunden, entonces
veremos que no hay ciencia mas digna de nuestrsapéentos, y que ninguna mas (util

podria ser incorporada al sistema de instruccidrigal
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