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Una prueba simplificada de un teorema de L. Léwanhasi como

generalizaciones del teorema

En el volumen 76 d&lathematische Annaleh.éwenheim probd un interesante y
muy notable teorema sobre las llamadas “expresiol®egrimer orden”. El teorema
establece que cada expresion de primer orden enabntradictoria o ya satisfacible en
un dominio numerablemente infinito. Por una exgmsde primer orden Léwenheim
entiende una expresion construida desde coefisiemativos por medio de las cinco
operaciones légicas fundamentales, a saber, emntanblogia de Schrdder, multiplicacion
y adicion idénticas, negacion, productacion, y stiém con las productaciones y las
sumaciones extendiéndose Unicamente sobre indsidugs cinco operaciones

mencionadas son denotadas, respectivamente, gmio (0 simplemente yuxtaposicion),

el signo +, la barra , y los signosi y . Léwenheim demuestra este teorema por medio
del “desarrollo” de Schréder de productos y sumagrocedimiento que toma un sighio

a través y a la izquierda de un sighQ o viceversa. Pero este procedimiento es un tanto
implicito, y hace necesario introducir, por indivi, simbolos que sean subindices en los
coeficientes relativos. En lo que sigue quiero adrauna prueba mas simple, en la que se
evitan tales subindices, y, ademas, probar algleross que son interesantes por si

mismos; por ultimo, también estableceré algunasergdinaciones del teorema de

Lowenheim.

En lugar de hablar de expresiones de primer ogteficro hablar de proposiciones

de primer orden.

DEFINICION 1. Una proposicion de primer orden es una proposicaamstruida
desde coeficientes relativos en el sentido de Sehnngor medio de las cinco operaciones
mencionadas arriba, con productaciones y sumaciangsendiéndose Unicamente sobre

individuos

Ejemplos. (1)1,2 R,. En palabras esto dice: Para cadexiste uny tal que se

X

obtiene la relaciOR entrex ey.



(2 z,n Z,(R,,+T,). En palabras esto dice: Existe wrtal que para cadg es

posible determinar um tal que o bien se sostiene la relacion bin&iantrex ey o se

sostiene la relacion ternaffeentrex, y, y z.

) Z,A.Z J1,R S, Enpalabras esto dice: Existexugue pertenece a la cladey

z° ‘yz©zx
ademas existe upntal que para cadase obtiene la relacidR entrey y z, y la relaciéonS

entrezy x.

DEFINICION 2. Se dird que una proposicion de primer orden estéoema normal
si esté escrita de tal modo que comience con sighgsiendo éstos seguidos por sigrios
y después por una expresion que esté libre de sifhy ~. También se dira que cada
proposicion de primer orden que Unicamente contesigaos 1 o0 X~ esta en forma

normal, siempre que estos signos estén al comiereasigan uno del otro

Ejemplos. N,> R esta en forma normal, e igualmenfg> > (R +S,) VY

nnz.(R,S.+ “A). Por otra parteg, I ,R,, no esta en forma normal. Peih (A« + B)

y Z, A estan, de nuevo, en forma normal.

TEOREMA 1. Si U es una proposicion de primer orden arbitrariaxiste una
proposicion de primer orden U” en forma normal ¢apropiedad de que U es satisfacible

en un dominio dado siempre que U’ lo sea, y avarsa

Prueba Podemos primero considerar una proposicion flartaa
enn,.n > .xn,..n U

X% K ¥Y¥ ¥y& 7

dondeU, . es una proposicion construida desde coeficiemtesivos por uso exclusivo

de las tres operaciones de multiplicacion idéntadicion idéntica, y negacion. Aqui

podemos introducir un coeficiente relati®) , ., estableciendo

Rcl...xm)i...yn =n gn %U X o Yo ¥ 2 B

para todos los valores de, ..., X, , Y, ...y, ; por lo tanto, si queremos, podemos escribir



() nxl"'rlxmn yl"n Y (R&-um---m =N 1"“ ;,U Koo ¥ P Y22 g)

Es claro que, no obstante como podrian elegirsedtativos cuyos coeficientes
ocurren erd, en el dominio existe (o, mas precisamente, etorlinio 1™", como seria
escrito en la notacion de Schroder) Eheelativa (m+ n) -aria tal que (2) esta satisfecha.

De hecho, (2) no es otra cosa que una definicidmaria de una relacioR. Ahora la

proposicion (2) puede ser transformada en

MM, MM Re, +0,.0 U, )

ZJI ZUPU X Yo Uy - Uy + R)i)ﬁ
y esto, a su vez, en

n,.nn,.nn.ns.s,

®3)

di&“%-+LJ Rgmx*:aﬁm%%m%)

&mﬁqm%)(

y (3) esta en forma normal. Pero como consecueleci@), también podemos escribir (1)
como

@n,.n = .z R

Ko g Yo Yo !

que también esta en forma normal. Finalmente, lajuocién l6gica (producto

proposicional) de (3) y (4) puede escribirse asi:
n,.n.n.nn.nn.ns.>5 .5,

(5) " _
Ry e T U yo 2 R+ Yoy,

Esta proposicién también esta en forma normal.

Ahora, si en el dominio dado existen valores desimbolos relativos ocurriendo en
(1) tales que (1) esta satisfecha, también seiélpaspecificar en el dominio valores para
los simbolos relativos ocurriendo en (5) tales @)eestara satisfecha. De hecho, aparte de
R, los simbolos relativos ocurriendo en (5) sonrftasmos que los de (1), R siempre

puede encontrarse en virtud de la “definicion” §RJos relativos ocurriendo en (1) son



conocidos. Es inmediatamente claro que, a la iay€l3 es satisfacible si (5) lo es, porque

(5) es la conjuncidn logica de (2) y (4), de dosdesigue (1).

Esto prueba que el teorema 1 es verdadero paraselde una formula en la que
encontramos solamente dos cambios de un signa uno ~ a medida que leemos de

izquierda a derecha. Pero ahora es facil ver c@eHlevarse a cabo la prueba general.
Pues esté dada la proposiciéon

M xi--mzm-~-mmzn X g1+ X g

(6)

xmmmy_lﬂ...anmyu Xg Xy gt y .
(Asi, aqui asumo que los cuantificadores mas arectia son signos, mientras que en el
caso recién considerado teniamos sighlosomo los cuantificadores mas a la derecha;

pero el procedimiento siempre es el mismo.) Despl&#o un nimero de relaciones

auxiliares por medio de las siguientes ecuaciones:

Ko+ ny-g+l Xn1+..:+nfl+2" T Xoge npr o X Xy
= R(;')
Xy
1
n, AT RO
(7) Xop+.4ny_ o+l Ny Ny gt 2 ey KEe Xpanyg
= R(f)
Xyrany oy !
(y=3) = RO2
Xoprnget - Xoprngr2 "7 Xogenprng Xy - Xopengeng Xy - Xge "

Estrictamente hablando, cada ecuacién aqui hderéstar prefijada por signds,
a saber, aquellos correspondientes a todas laablesx que ocurren libres. Entonces

podemos facilmente convencernos de que cada ueatde proposiciones, y por lo tanto
las definiciones deR™, R?, ..., pueden ser llevadas a forma normal del mismo nop@o
arriba llevamos (2) a la forma normal (3). Permeogs, desde luego, la conjuncién légica
de estas definiciones dR®, R?,..., también puede ser escrita en forma normal. Endvirt

de (7), no obstante, la proposicién (6) adquieferiama

(y-2)

(8) I_le“'&}lz)ﬁypl“-)%pnz ﬁ""ﬁﬁ-nz’



gue también es normal. Por consiguiente, la comuniégica de (7) y (8) también puede
escribirse como una proposici@fi en forma normal. Si ahora es posible encontrag par

los simbolos relativos ocurriendo en (6), valomdsds que (6) esté satisfecha, a cuenta de
(7) podemos encontrar sucesivamerR€, R?, ...y asi U" estara satisfecha. Si, a la
inversa,U” esté satisfecha para ciertos valores de los $émlelativos ocurriendo ed’,

entonces (7) y (8) estan satisfechas, y por tamtien lo esta (6). Esto prueba con toda

generalidad que el teorema 1 es verdadero.

La cuestion de cuando es satisfacible una proposide primer orden puede
entonces reemplazarse por la cuestion mas sergillg@ndo es satisfacible una proposicion

en forma normal? En ese punto se sostiene el siguieorema:

TEOREMA 2. Cada proposicion en forma normal o bien es unareattcion o ya

es satisfacible en un dominio finito o numerablemanfinito.

Ahora seria extremadamente facil demostrar esteertea a la manera de
Léwenheim, perasin el uso de simbolos para individuos como sub&sdSin embargo,
preferiria llevar a cabo la prueba de otra maners en la que no razonamos con
elecciones sucesivas, sino que procedemos masadgireitte de acuerdo con los métodos

habituales de la l6gica matematica.

Primero podemos considerar el caso mas simpleblpode una proposicion de

primer orden en forma normal conteniendo ambosighy %, a saber,

nzu

Xy T oxy?

dondeU,, es una proposicion construida por medio de comundisyuncion, y negacion

a partir de coeficientes relativos teniendo Unigameax y ay como subindices. Ahora
asumamos que esta proposicion esta satisfecha @oninio dado para ciertos valores de
los relativos. Entoncesn virtud del principio de eleccigrpodemos imaginar que para

cadax se elige ury univocamente determinado de tal manera ldyeresulte verdadera.

Pues esta es una eleccion de un elemento desdeitadie las clases que obtenemos si

! Para los teoremas mas generales que aparecemniésh esta seccion, llevaré a cabo las pruebasale
manera cercana a la de Léwenheim.



para cadax reunimos losy para los cualed), es verdadera. Esto define un mapeo

univaluado del dominio en si mismo. Asimase quea padax, X' es la imagen de.

Entonces, para los valores asignados a los simbelasvos, la proposiciorJ,, es

verdadera para cadaPodemos escribir eso como sigue:

o

Mxy

xX 1

dondeO es el dominio. Sea un individuo particular d®©. Entonces existen ciertas clases
X incluidas enO tales que, primero, contienenaacomo elemento X, es verdadera) v,
segundo, contienena siempre que contengarxd X, es verdadera siempre qué, sea
verdadera o, en otras palabra>_$x+ X, es verdadera para cadp Ahora seaX® el
producto (idéntico) l6gico (interseccién) de todesdas clases. Entonces, como es bien

sabido, X° es o bien una clase finita o una [clase] numenadafge infinita (véase la teoria

de cadenas de DedekirkB88. Pero ademas es claro que

XO
MU,

debe valer. Por lo tanto esto prueba queflgt U, esta satisfecha en un domirp
también es satisfacible en un dominio finito o ntab&emente infinito.

Con el fin de probar el teorema 2 con toda geita@| es de lo mas conveniente
probar primero dos lemas simples.

Lema 1. SeaR_, , . una relacién(m+n)-aria con la propiedad de que, si
X, ..., X, estan arbitrariamente dados (en el dominio daychay un y soélo uny,, uny
solo uny,, y asi sucesivamente hasta un y séloyyrtales quer, ,  se sostiene. Sea
K una clase finita arbitraria, y se, la clase de todos los valores dg,...,y, que

corresponden a las varias elecciones posibleg,de x, enK. Ademas, se&'=K +K la

suma de las dos clas€y K. Entonce«” también es una clase finita.



En realidad es muy claro que esta proposicioneedadera. SK consiste erk

objetos, existen en toték™ elecciones posibles dg,...,x,, y por tanto tambiérk™
Y,...,Y, secuencias correspondientes. Asi, el nimero deeel®s deK, es a lo mucho

k™n, y K" contiene a lo much&™n+ k objetos.

Lema 2. Se® una [relacion] relativgm+ n) -aria con la propiedad mencionada en
el lema 1, y se&x el producto légico de todas las cla¥eque poseen las siguientes dos

propiedades:
(1) aes un elemento d¢

(2) Si x,...,x, son arbitrariamente elegidos ¥nentonces< también contiene los

objetosy,,...,y, para los que se sostiefRe , , . .

Entonces= es o bien una clase finita o una [clase] numenadhte infinita.

Prueba Podemos denotar cdg, a la clase de todos los objetoscurriendo en las
secuenciasy,,...,y, que corresponden a las varias elecciones pogibles, ...,x, enkK, y
en general denotamos ct#ii a la claseK +K,. Por consiguiente, el paso #ea K’
produce un mapeo univaluado de la totalidad desttataclases en si misma. Denotaré con
{a} a la clase que contieneaacomo su Unico elemento. Entonces considero priraero
aquellas clases de clases teniendo las dos proeedie que (1) contienen{a} como

elemento y (2) siempre que contengan una dasentienen & como elemento. Seala

interseccion de estas clases de clases. Ent@nessuna cadena de Dedekind ordinaria vy,
como bien se sabe, consiste en las clgsbga"{d", y asi ad infinitum. Empero, las

clases que son elementos Aleo necesitan ser todas mutuamente distintas; @iqusar
casoA es una clase de clases finita 0 una [clase desjlaamerablemente infinita.

Como consecuencia del lema 1 es claro, ademas;aglzeelemento d& debe ser

una clase finita. Porque, primerg} es finita, y, segundd(” es finita siempre qui lo



sea. La clase de todas las clases finitas debacastode acuerdo con la definicion Ale

contener todd\; esto es, cada elementoAles una clase finita.

Por teoremas bien conocidos de la teoria de ctoguse sigue entonces que la
suma de todas las clases que son elementds-ddamémoslaSA — debe ser una clase

finita o numerablemente infinita.

Finalmente, puede mostrarse gde= SA. Pues, primero{a} esté incluida ert

como una subclase, y es claro qué§ &s una subclase de, K” también es una subclase
de = . De esto se sigue que cada elementa ds una subclase de, y por tanto se sigue
gueSAesté incluida ere como una subclase. Pero, a la inve&saambién debe ser una

subclase d&A Puesa es un elemento d&A vy, si x,,...,X, son arbitrariamente elegidos en
SA entonces — compa} es una subclase de}’{a}" a su vez una subclase ", y asi
sucesivamente — existe un elemeitde A que contiene todo,...,x,,; entonces cadade

la correspondiente secuengig...,y, pertenece &', que es el elemento sucesodenA,

y consecuentemente todos estgmertenecen 8A De acuerdo con la definicion de, =
debe ser entonces una subclas&AePor lo tantoSA==, de donde se sigue gie es

finita 0 numerablemente infinita.

Ahora es facil llevar a cabo la prueba del teor@mnisté dada una proposicion de

primer orden en forma normal

n,.n.s, .zu

B g Yo Yo !

y asumamos que esté satisfecha en un dominio dadocpertos valores de los simbolos
relativos ocurriendo etJ. Entonces por el principio de eleccion podemosa peada

eleccion dex,,...,x,, imaginar una secuencia definida elegida de émsreorrespondientes
secuenciasy,,...,y,, es decir, las secuenciag,...,y, para las cualedJ, , . es
verdadera. Podemos apropiadamente denotarydoqy..., X, ), ¥ (X, .-, %, ) ¥ (€000,

0, mas brevemente, cop(x), ,(X,..., ¥, (¥, a la secuencia de lgsjue corresponden a la

secuenciax, ..., X, . Entonces la proposicion

10



U

XX () %o (R % (X

vale para cada eleccion de,...,x,. Ademas,U es una relacion con la

XX Y (035 (0
propiedad considerada en los lemas. Por lo tamtasiemimos quea es un individuo
particular y que= es la interseccion de todas las cla¥egue contienen a&a como

elemento y contienen log de la secuenciay,(X, ..., %, ) % (X, s X, )reen ¥y OF1ee0X,
siempre que contengan x,...,%,, entonces= es finita 0 numerablemente infinita, v,

ademas,

U

XX Y1 (030 (%)

por supuesto que vale para todas las eleccioneblg®osde x,...,x, en =, con

v,(X), ..., ¥, (X) perteneciendo & siempre quex,...,X, 1o hagan.

El teorema 2 admite generalizaciones de orden m#&gd, no es dificil probar lo
siguiente: o bien es contradictorio suponer que se@uencia simplemente infinita de
proposiciones de primer orden en forma normal sllthneamente satisfacible o bien la
secuencia ya es simultdneamente satisfacible etonmio numerablemente infinito. Por
medio de la reduccién expuesta arriba de arbigamiaposiciones de primer orden a forma
normal reconocemos que esto también debe valer gaata producto de una secuencia
simplemente infinita de arbitrarias proposicionegpdmer orden. Mas abajo se demostrara
que tal teorema seguird valiendo incluso si tiergad un nimero infinito de disyunciones
I6gicas. Para simplificar la presentacion, me kaméta ofrecer una prueba para el caso en el
gue tenemos un producto logico de una secuenc@esimente infinita de proposiciones de

la forma = U, .En principio, la extension al caso general de wwaancia infinita de

arbitrarios factores proposicionales en forma nbrmaupone ninguna dificultad.

Asi, esté dado el producto proposicional

l 2 - . .
9 n,xz U, n.z U ,..adinfinitum,

donde lasU son proposiciones construidas desde coeficiemfasivios por medio de un

numero finito de aplicaciones de conjuncion, digydn, y negacion solamente. Desde

11



luego, no necesitamos considerar con mayor dethtlaso en el que ningunos dos factores
proposicionales arbitrarios del producto (9) tieafgun simbolo relativo comun; pues, si el
producto proposicional entero no es una contragligces inmediatamente claro que
ninguno de los factores proposicionales es unaadiotion, y entonces cada uno de éstos
por si solo puede satisfacerse en un dominio nuienente infinito. Pero, como en este
caso los factores proposicionales son completanmedépendientes entre si, eso también
hara del producto entero una proposicién verdadecidentalmente, si ningunos dos de
los factores proposicionales individuales tienenbsilos relativos en comun, es claro que
no es necesario asumir que el conjunto de facesesimerable. Por lo tanto, de ahora en
adelante Unicamente consideraremos el caso e débg/fiactores tienen simbolos relativos

en comun.

Asumamos ahora que la proposicion (9) esta seligfen un domini®. Entonces,

a fortiori, la proposicion
r
rIXrZYrUX Y

esta satisfecha para cadaEn virtud del principio de eleccion podemos elegara cada

X, un 'y, univocamente determinado de entre aquellos parauJerYyr es verdadera;
denotémoslo cory, (% ). Ademas elegimos un individuo arbitrario@ny lo llamamos 1.
Entonces, ademay, (1) sera llamado 2y,(2) sera llamado 3y, (1) sera llamado 4, y asi

sucesivamente. La ley que rige a estas sucesiigimamnes de nombres sera clara desde

la siguiente tabla:
y,(1)=2
%:(2)=3 y, (D)= 4
i(3)=5 % (4)=6 Y, (2F 7y, (IF
y,(5)=9 Y, (6)=10 y, (7F 11y, (& 12y, (3) 13y,4)=14

¥5(2)=15 vy, (L 1€

12



Ahora, segun la asuncion, todas las proposicidd§§r(x)' son verdaderas, y

consecuentemente el producto proposicional
1 1 1 2 2 3 3 4
U1,2U Z,y 3,5"U 1,£1J 2,7'U 1,l8' 2,15'U 116
también debe ser verdadero. Pero desde esto verada groposicion

1 2
rl)ﬁzylu X1Y1ﬂ Xzz yzU %Yt

esta satisfecha, incluso si las productacionesnyasiones varian Unicamente sobre los
valores 1, 2, 3,... de los subindices; esto es,dagsicion (9) también es satisfacible en un
dominio numerable.

Por lo tanto se sostiene el siguiente teorema:

TEOREMA 3. Si una proposicién puede ser representada comoradugto de un
conjunto numerable de proposiciones de primer ordeien es una contradiccion o ya es
satisfacible en un dominio numerable

Observaciéon. Uno obtiene facilmente proposicicessa forma cuando trata con

la formacion de cadenas. Si, por ejempRdenota la cadena correspondiente a la relacion

binariaR (la “relacién ancestral” de Russell y Whitehea81(Q p. 569)), entonces tenemos
ny :]';<y+ ny+zzR<z y+z ; vauij R}F’

donde 1" es la notacién de Schrdder para la reld@éntico a’. La negacion d&y sera

entonces el producto de una secuencia infinitarolegsiciones de primer orden.

Con el fin de poder responder a la cuestién desye&dera cuando un numero
infinito de disyunciones también tenga lugar enpl@posicion dada, es necesario

considerar sobre todas las cosas el siguiente lathevidente:

13



Una suma proposicional esta satisfecha en un cidaiminio para ciertos valores
de los simbolos relativos que ocurren en ella sblp si al menos uno de los sumandos

proposicionales esta satisfecho para precisamestigsesalores de los simbolos
Entonces puede demostrarse el siguiente teorema:

TEOREMA 4. Una suma (numerable o no numerable) de infinitagppsiciones de
primer orden o bien no es satisfacible en absotutben ya esta satisfecha en un dominio
numerablemente infinito para ciertos valores dedosbolos relativos que ocurren en las
proposiciones

Prueba Si la suma proposicional datleesta satisfecha en un dominio para ciertos
valores de los simbolos relativos que ocurren srptaposiciones, entonces (de acuerdo
con la observacion recién hecha) al menos uno sisudmandos, digamds debe estar
satisfecho para precisamente estos valores de ihoBo®s. Pero, ya que todos los
sumandos son proposiciones de primer or8eyg debe estar, de acuerdo con el teorema 2,
satisfecho en un dominio numerable para ciertosrealde los simbolos ocurriendo A&n
De esta manera toda la suma proposicidhadbmbién estara satisfecha en el dominio
numerable si ademas se eligen valores arbitran@st mismo dominio para los simbolos
relativos, si los hay, que ocurranl@mpero no erA.

Ahora es féacil ver queen general, todas las proposiciones construidasieles
proposiciones de primer orden por medio de un norfiaito o numerablemente infinito de
aplicaciones de conjuncion y disyuncién ya puedstaresatisfechas en lo infinito
numerable si pueden estar satisfechas en absoluto

En primer lugar es claro qusma suma infinitad, +U, +..., donde cadaJ, es un

producto de infinitas proposiciones de primer ordgf(s=1,2,...), 0 bien nunca esta

satisfecha o ya esta satisfecha en lo infinito mafmie. En realidad, la prueba de esto
puede llevarse a cabo de exactamente la misma anguoerla prueba del teorema 4; hace
uso del teorema 3.

Tenemos ademas el siguiente teorema:

14



TEOREMA 5. Asimase que la proposicion U es un producto deniia§

proposicionesU,, cada una de las cuales siendo a su vez una suenanfthitas

proposiciones de primer orden, a saber,
U =xU;,
1

donde cadaU; es una proposicion de primer ordeBntonces U o bien nunca esta

satisfecha o ya esta satisfecha en un dominio nalsleipara una eleccién apropiada de

valores para los simbolos relativos

Prueba La multiplicacién proposicional puede llevarseado de tal suerte qué

se vuelva una suma de productos de proposiciongwiher orden, aunque, para estar
seguros, el conjunto de estas proposiciones nouemnable. SiU estd satisfecha para
ciertos valores de los simbolos relativos que ecusan ella, al menos un sumando debe
estar satisfecho para estos valores de los simi@dwe tal sumando es el producto de una
secuencia simplemente infinita de proposicionegritaer orden y, por el teorema 3, ya
esta por lo tanto satisfecho en un dominio numerdbhtonces la propid también esta
satisfecha en el dominio numerable si adicionalmeet eligen valores arbitrarios en este
dominio numerable para los simbolos relativospsiHay, que ocurren e pero no en el

sumando en cuestion.

Desde luego, también puede emplearse el mismodmélt® prueba si la estructura
de la proposicion dada es todavia mas complejaridods, por ejemplo, demostrar un

teorema muy similar acerca de todas las propossidrque sean un producto de infinitas

. . . s
proposicionesU, , cada una de las cuales siendo una suma de pmpesU’°, donde

cadaU’ es un producto de proposicion&s, ., cada una siendo a su vez una suma de

ro

proposiciones de primer ord Sf y asi sucesivamente.

De estos teoremas se sigue, entre otros, el sitguiesultado interesante:

TEOREMA 6. Cada proposicion construida desde coeficientedirala por medio de

un numero finito de aplicaciones de conjunciényudligion, negacion, y productacion y
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sumacioén sobre simbolos para individuos, asi comrofgrmacion de cadenas, o hunca
esta satisfecha o ya esta satisfecha en un domimaerable para ciertos valores de los
simbolos relativas

En realidad es muy claro que el teorema es verdagerque cada proposicion
generada por formacion de cadenas puede escrdnreforma de una suma simplemente

infinita de proposiciones de primer orden. Véasablservacion en la pagina 13.

Ejemplos. Una ecuacion relativa como la de absgto(han de ocurrir relativos

binarios, y la notacion es la de Schroder exceptepsimboloR para la cadena dry el

signo T para la adicion relativa (véase la observaciolagégina 13)):

K%

~ —_— * f—
(2 + z2) Tz;ZTZ;2=0
no es soluble en ningn dominio o ya es solubleredominio numerablemente infinito.

Igualmente, la ecuacion relativa

*

@+ 9)E + 5);@Ety) tzy =0

no es soluble en absoluto o ya es soluble en umndmmumerable.

Desde luego, vale precisamente lo mismo paralaesite ecuacion:

(% )+ (% Y); Xy=0,

donde (u,v) ha de significar el relativd+u;v+u;u Vv, v g g y v v ¥... ad infinitum

para valores arbitrarios de los relativos binangsv.
Y asi sucesivamente.

Pero también quiero exponer otras generalizacideeteorema 2. El teorema que
sigue también vale:

TEOREMA 7. Una proposicion de la forma
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n,n,.n sz, .adinfu

XX Xn X X Y Yo..ad inf.

0 es una contradiccion o esta satisfecha en un mionmumerable para ciertos valores de

los simbolos relativos ocurriendo en U

Prueba Asumimos que una proposicion de esta forma esigfecha en un dominio
O para ciertos valores de los simbolos relativos.gln@mos entonces que para cada
secuencia de valores,...,x, hemos elegido, con la ayuda del principio de éecaina
secuencia definida de entre las secuencias deegajpry,,... para las queaJ, . es
verdadera. A loy que tienen lugar en esta secuencia los denotoyg(w,...,%, )0, mas
brevemente, coty, (R), dondeR denota la secuencia de bsSeaa un individuo particular
enO. Los objetosy, (&, a,...,a) forman entonces un conjunto a lo mucho numerabiieene
infinito M”,. (En realidad puede ser un conjunto finito, poripsey no necesitan ser todos
distintos.) SeaM, el conjunto conteniendo los elementosMg y, ademas, también &
por lo tanto, M, = M’1+{a}. EntoncesM, es a lo mucho numerablemente infinito. Las
secuencias de valores,...,Xx, que pueden elegirse dentro Mg y que son distintas de la
secuencia a, a,...,a ya considerada forman de nuevo un conjunto a lochou

numerablemente infinito. Las secuencias deylosrrespondientes a estas secuerRids
valores también forman, por tanto, un conjunto amlecho numerablemente infinito, y lo

mismo vale para los objetos (R) que ocurren en estas secuencias. éael conjunto de
estosy, y seaM, =M, +M’,. El conjunto de todas las secuencias de valgfes, x,, que
pueden elegirse eM, pero todavia no eM, es, de nuevo, a lo mucho numerable.
Consecuentemente, el conjunto de las correspoediesgcuenciasy, (X,...,X%,), justo
como el conjunto de objetoy, (X,...,%,) ocurriendo en ellas, es €l mismo a lo mucho
numerable. SeaM’, el conjunto de estoy, y sea M,=M,+M’;. Continuamos
indefinidamente de esta manera. Obtenemos una rsgaumfinita M,,M,,M,,... de
conjuntos cada vez mas comprehensivos. El conjimte M, =M, + M, +... también es

entonces a lo mucho numerablemente infinito.xSi..,x,, son arbitrariamente elegidos
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dentro de M, entoncesx,...,x, ya deben ocurrir en los conjuntod ,...M, ,
respectivamente, dondg,...,),, son nameros finitos, y entre estos nimeros existe

mayor, y. Entonces todos losx,...,x, ocurren enM, , y en consecuencia cada
Y, (%%, )(r=1,2,... ocurre enM’ , por lo tanto enM ,,, y por lo tanto también en

M. Mas todavia, la proposicion

U

XX A (K00 ) Yo OF 00 )

vale para cada eleccion dg...,x, en M. Esto demuestra el teorema.

También podemos probar de manera similar el sitgli¢eorema todavia mas

general:

TEOREMA 8. Si una proposicion U es el producto de un conjumionerable de
proposiciones de la forma mencionada en el teorénamtonces U ya esta satisfecha en un
dominio numerablemente infinito para ciertos vatode los simbolos relativos ocurriendo

en U, siempre que U pueda satisfacerse en absoluto

Prueba Si la proposicior = I'OIOr U, , donde, para cada U, es una proposicion de
1
la forma

M I'IX,Z...I'I

. PIND I U L
X %% K%

N o

X
esta satisfecha para ciertos valores de los refatique ocurren en ella, entonces
imaginamos, para cada secuengfa...,X, , una secuencia definida elegida de entre las
correspondientes secuencigs y,,... para las cuale® " es verdadera. Entonces, para cada
eleccion del numera y de los objetosx,....x, , las y,,Y,,... estan univocamente

determinadas. Sea un individuo particular del dominio. Entonces lobjetos y

correspondientes a la elecciéh=a, %, = ..., X, = &forman un conjuntd’, a lo mucho

numerable. SedM, = M’1+{a}. Las varias nuevas secuencias de valocfes.,x;, junto
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con todas las posibles secuencias de valmfes,xfb tomadas dentro d&1,, forman de

nuevo un conjunto a lo mucho numerable, y los objgbcurriendo en las secuencias de

lasy que corresponden a estas secuencias forman tapdniéanto un conjuntdM”, a lo
mucho numerablemente infinito. S&4, =M, +M",. Entonces las secuencias de valores
XXy X 0% X 5o, Que pueden elegirse eNl, pero que todavia no estaban
elegidas enM, forman un conjunto a lo mucho numerable, y taml@snlo hacen los
objetos y que tienen lugar en las varias secuencias corrdspuas. Sed’, este ultimo
conjunto y seaM, =M, +M",. Continuamos indefinidamente de esta forma y lkarga
obtenemos un conjunto limit®l , la suma de los conjuntos crecientés,M,,..., que

también es a lo mucho numerablemente infinito, tré@nque, como se ve facilmente, cada

una de las proposicionés , y consecuentemente tambldnesta satisfecha ed ,.
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