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Se me ha pedido habtasobre los desarrollos en la l6gica matematica elésd
publicacion dePrincipia Mathematicay creo que seria mas interesante si, en lugar de
describir a detalle varias mejoras determinadasutiese resumidamente el trabajo que se
ha hecho sobre lineas completamente distintas.eyctama reemplazar por completo la
posicién adoptada por Whitehead y Russell en cuatdonaturaleza de las mateméticas y

sus fundamentos logicos.

Permitanme comenzar por recordar cudl es la peigpale Whitehead y Russell:
es que las matematicas son parte de la logica fogma todas las ideas de las matematicas
puras pueden definirse en términos que no somtivstmente matematicos, sino que estan
involucrados en el complicado pensamiento de cialgdescripcion, y que todas las
proposiciones de las matematicas pueden deduargeogosiciones de la l6gica formal,
tales como que @ es verdadera, entoncep 0 g es verdadera. Esta perspectiva me parece
plausible en si misma, pues tan pronto como la#ge ha desarrollado mas alla de su
antiguo nucleo silogistico, esperamos tener, adel®mdas formas “Todos los hombres son
mortales”, “Algunos hombres son mortales”, las fasnnuméricas “Dos hombres son
mortales” y “Tres hombres son mortales”, y el nlonendra que ser incluido en la logica

formal.

Frege fue el primero en sostener que las mateasatian parte de la logica, y en
construir una detallada teoria sobre esa base.tP@ezd con las célebres contradicciones
de la teoria de agregados, y parecia que desderepssiciones primitivas podian
deducirse consecuencias contradictorias. WhiteldRdssell escaparon de este destino al
introducir su Teoria de Tipos, de la cual aquingoisible ofrecer una exposicién adecuada.
Pero debe explicarse una de sus implicaciones rsi dea ser inteligibles desarrollos

posteriores.

Supoéngase que tenemos un conjunto de caractasistiadas como todas las
caracteristicas de un cierto tipo, digamisentonces sobre cualquier cosa podemos
preguntar si tiene una caracteristica del #p@i la tiene, esto sera otra caracteristica de

ella, y surge la cuestion de si esta caracterjdticearacteristica de tener una caracteristica

! Este trabajo lo ley6 Ramsey ante la AsociaciotéBita, Seccién A, Oxford, en agosto de 1926. Meta
Traductor.



del tipo A, puede ella misma ser del tigo en vista de que presupone la totalidad de tales
caracteristicas. La Teoria de Tipos sostuvo quaodda, y que sélo podiamos escapar de la
contradiccion al decir era una caracteristica dermisuperior, y no podia estar incluida en
ningln enunciado sobre todas las caracteristicasrain inferior. Y, mas generalmente,
gue cualquier enunciado acerca de todas las cdstici®s debe considerarse como
significando todas las de un cierto orden. Esteg@arplausible en si mismo, y también la
Unica manera de evitar ciertas contradiccionessgugian por confundir estos 6rdenes de
caracteristicas. Whitehead y Russell también sustigue los enunciados sobre clases o
agregados realmente han de considerarse como aleetas caracteristicas que definen las
clases (una clase estando siempre dada como la dlscosas poseyendo un cierto
caracter), de modo que cualquier enunciado solutasttas clases realmente sera sobre
todas las caracteristicas, y estara sujeto a lasasi dificultades con respecto al orden de

estas caracteristicas.

Tal teoria nos permite evitar facilmente las caditciones de la Teoria de
Agregados, pero también tiene la desafortunadaecaoescia de invalidar un ordinario e
importante tipo de argumento matematico, el tipoadgumento por el cual en ultima
instancia establecemos la existencia del limiteesapde un agregado, o la existencia del
limite de una secuencia monétona limitada. Es habileducir estas proposiciones del
principio de seccion dedekindiana de que si los erdm reales son divididos
completamente en una clase superior y una infattigdse haber un nimero que divide que
es o bien el menor de la clase superior o bienaglomde la inferior. Esto se prueba, a su
vez, al considerar a los numeros reales como sexxide racionales; las secciones de
racionales son un tipo particular de clases demates, y por tanto un enunciado acerca de
los nimeros reales sera un enunciado sobre uddiptases de racionales, esto es, sobre un
tipo de caracteristicas de racionales, y las canatitas en cuestion tendran que estar

limitadas para ser de un cierto orden.

Ahora supongase que tenemos un agread® niameros reales; eso sera una clase

de caracteristicas de racionalés.el limite superior d&, esta definido como una seccién
de racionales que es la suma de los miembr&s des., & es una seccion cuyos miembros

son todos aquellos racionales que son miembrosiaguier miembro d&, esto es, todos



aquellos racionales que tienen la caracteristiderts cualquiera de las caracteristicas que

dan los miembros dE. Asi que el limite superiof es una seccion cuya caracteristica

definitoria es una de orden superior que aquekasos miembros d&. Por lo tanto, si
todos los numeros reales significa todas las seesiode racionales definidas por
caracteristicas de un cierto orden, el limite sopeserd, en general, una seccion de
racionales definida por una caracteristica de ostgerior, y no serd un numero real. Esto
significa que el analisis como se entiende habitaate esta basado por completo en un
tipo falaz de argumento, que cuando se aplica \rs @ampos lleva a resultados auto-
contradictorios.

Whitehead y Russell intentaron eludir esta desafiada consecuencia de la Teoria
de Tipos al introducir el axioma de reducibilidaglje afirmaba que para cualquier
caracteristica de orden superior habia una carstotar equivalente del orden inferior —
equivalente en el sentido de que cualquier cosdeqnga la una tiene la otra, de modo que
definen la misma clase. El limite superior, que o8ngue era una clase de racionales
definida por una caracteristica de orden supetaonpién estaria entonces definido por la
caracteristica equivalente de orden inferior, yasen nimero real. Desafortunadamente, el
axioma no es auto-evidente, y no hay ninguna rgada suponer que es verdadero. Si
fuese verdadero esto solo seria, por asi decinldeliz accidente, y no seria una verdad

I6gica como las otras proposiciones primitivas.

En la segunda edicién d&rincipia Mathematicade la cual se publicé el primer
volumen el Ultimo afio, el Sr. Russell ha mostradima la induccion matematica, para la
gue también parece requerirse el axioma de redideithj puede establecerse sin él, pero no
mantiene ninguna esperanza de un éxito similatateoria de niumeros reales, para la que
no esta disponible el ingenioso método utilizadapas numeros enteros. Asi, el asunto

gueda en una condicion profundamente insatisfactori

Esto fue sefialado por Weyl, quien en 1918 publicdpequefio libro titulad®as
Kontinuumen el que rechazaba el axioma de reducibilidadeptaba la consecuencia de
gue el analisis ordinario estaba mal. Mostro, netantie, que varios teoremas, como el

principio general de convergencia de Cauchy, t@pgdrian ser probados.



Desde entonces Weyl ha cambiado de opinion y seued#o un seguidor de
Brouwer, el lider de la llamada escuela intuicitmisuya principal doctrina es la negacion
de la ley del tercero excluido, que cada proposiei$ verdadera o faléaparentemente,
esto se niega porque se piensa que es imposibte@otal cosa priori, e igualmente
imposible conocerla por la experiencia, porquecssabemos que es verdadera o0 que es
falsa no podemos verificar que es verdadera o.f8sauwer se negaria a aceptar que o
bien estaba lloviendo o no estaba lloviendo, a meqgoe haya ido a ver. Aunque
ciertamente es dificil ofrecer una explicacion ddica de nuestro conocimiento de las
leyes de la légica, no puedo persuadirme de queénmon certeza que la ley del tercero
excluido es verdadera; desde luego, no puede E@baunque Aristételes dio a su favor el
siguiente argumento ingenioso. Si una proposiciores verdadera ni falsa, llamémosla
dudosa; pero entonces, si la ley del tercero edalfuera falsa, no necesita ser dudosa o no
dudosa, asi que tendremos no meramente tres jaesileis sino cuatro, que es verdadera,

gue es falsa, que es dudosa, y que no es verd&lseani dudosa. Y aad infinitum

Pero si se responde “¢,por qué no?”, claramentayadda mas que decir, y no veo
como pueda encontrarse alguna base comun desdalldiscutir el asunto. Los casos en
los que Brouwer piensa que la ley del tercero édales falsa son aquellos en los que,

como diria yo, no podriamos decir si la proposi@ém verdadera o falsa; por ejemplo, ¢ es

22 racional o irracional? No podemos decirlo, perouver diria que no era ninguna. No
m .

podemos encontrar enteros n de modo que— = Zﬁ;por lo tanto no es racional. Y no
n

podemos mostrar que es imposible encontrar tatesaosn por lo tanto, no es irracional. No
puedo ver que el asunto no esté zanjado al deeireguracional o irracional, pero no
podemos decir cudl. La negacién de la ley del teregcluido hace ilegitimo el argumento
llamado dilema, en el que se muestra que algogse sle una hipoétesis y también de lo
contradictorio de esa hipoétesis, y se concluye epi@erdadero incondicionalmente. Asi,
Brouwer es incapaz de justificar buena parte de nedematicas ordinarias, y sus
conclusiones son incluso méas escépticas que lasptenera teoria de Weyl.

2 por ejemplo, como dijo el Caballero Blanco: “Taelajue me escucha cantarla — o bien le tigemasa
sus ojos, o bien =", “¢ O bien qué?”, dijo Alicialgs el Caballero habia hecho una pausa repen@nbieh
no lo hace, ya sabes.”



La segunda teoria de Weyl es muy parecida a lardewgr, pero parece negar la
ley del tercero excluido por distintas razones yidenodo menos general. No parece negar
gue cualquier proposicion es verdadera o falsa, gire niega la ley derivada de que o bien
cada numero tiene una propiedad dada, o al menasimnero no la tiene. Explica su
negacion primeramente para los niUmeros reales diguénte manera. Un nimero real
esta dado por una secuencia de enteros, por ejarapio un decimal infinito; podemos
concebir esta secuencia como generada o bien porleyn o por actos de eleccion
sucesivos. Si ahora decimos que hay un nimercoreab secuencia teniendo una cierta
propiedad, esto solo puede significar que hemosngraxdo una ley dando una [propiedad];
pero si decimos que todas las secuencias tienepropegedad, queremos decir que tener la
propiedad es parte de la esencia de una secugngia; tanto pertenece a secuencias
surgiendo no sélo por leyes sino desde actos deiételibres. Por consiguiente no es
verdad que o bien todas las secuencias tienendgiggiad o hay una secuencia no
teniéndola. Pues el significado de secuencia ¢stdien las dos clausulas. Pero no veo
por qué no seria posible utilizar la palabra de erertonsistente. Sea como fuere, nada
similar puede instarse acerca de los nimeros entgm® no estan definidos por secuencias,
y asi se presenta otra razon mas fundamental pgea fa ley del tercero excluido. Esta es
gue las proposiciones generales y existencialeonaealmente proposiciones. Si digo “2
€s un numero primo”, eso es un juicio genuino airdo un hecho; pero si digo “Hay un
namero primo” o “Todos los nimeros son primos”, egioy expresando un juicio en
absoluto. Si, como dice Weyl, el conocimiento esasoro, la proposicion existencial es un
documento certificando la existencia de un tesem mo diciendo donde esta. Solamente
podemos decir “Hay un namero primo” cuando previsi@menemos dicho “Este es un
namero primo” y olvidado o elegido ignorar qué némnearticular era. Por lo tanto, nunca
es legitimo decir “Hay un tal y tal” a menos quéees®s en posesion de una construccién
para realmente encontrar uno. En consecuencia,matematicas han de alterarse
considerablemente; por ejemplo, es imposible tenear funcién de una variable real con
mas de un numero finito de discontinuidades. Ragéesas tarde al fundamento sobre el
cual esto descansa, a saber, la perspectiva delagueroposiciones existenciales y

generales no son juicios genuinos.



Pero primero debo decir algo sobre el sistemaitieiily sus seguidores, que esta
diseflado para poner fin de una vez por todas adedpticismo. Esto debe hacerse
considerando a las matematicas avanzadas comoniguieion de simbolos sin sentido
de acuerdo con reglas fijas. Comenzamos con cildasde simbolos llamadas axiomas:
desde éstos podemos derivar otros al sustituitosiesimbolos llamados constantes por
otros llamados variables, y al proceder desde edpaormulasp, si p entoncesy, a la
formulag.

Asi, las matematicas propiamente dichas son cersglds como un tipo de juego,
jugado con marcas sin sentido sobre un papel,aagoomo el juego del gato; pero ademas
de esto habra otro sujeto llamado metamatematicasno es sin sentido, sino que consiste
en afirmaciones reales sobre las matematicasnhdicitds que esta o aquella férmula puede
0 no puede obtenerse desde los axiomas de acumrdascreglas de deduccion. El teorema
mas importante de las metamatematicas es que poséde deducir una contradiccion
desde los axiomas, donde por una contradicciomtsende una formula con un cierto tipo
de forma, que puede tomarse paraGer0. Esto, entiendo, lo ha probado Hilbert, y asi ha

eliminado la posibilidad de contradicciones y eticegmo basados en ellas.

Ahora, cualquier otra cosa que esté haciendo uremddico, ciertamente esta
haciendo marcas sobre un papglasi este punto de vista no consiste en nadajmea
verdad; pero es dificil suponer que es toda laadkrdebe haber alguna razén para la
eleccién de los axiomas, y alguna razén de potajoéarca particula® # 0 es considerada
con tanto aborrecimiento. Sin embargo, este Ulfinato puede explicarse por el hecho de
gue los axiomas permitirian que cualquier cosagfaesiucida desde# 0, de modo que si
0% 0 pudiese probarse, cualquier cosa podria probbrsgye terminaria el juego para
siempre, lo cual seria muy aburrido para la patddri De nuevo, puede preguntarse si es
realmente posible probar que los axiomas no llevaontradiccion alguna, ya que nada
puede probarse a menos que se den por sentado®slguncipios y se asuma que no
llevan a contradiccion alguna. Esta objecion esitdbm pero se sostiene que los principios
utilizados en la prueba metamatematica de quexiosnas de las matematicas no llevan a

contradiccién alguna son tan obviamente verdadguesni siquiera los escépticos pueden

% Este texto es de 1926. Nota del Traductor.



dudar de ellos. Pues todos ellos se relacionanonocosas abstractas o infinitamente
complejas, sino con marcas en el papel, y auncalgwera puede dudar si una subclase de
un cierto tipo de serie infinita debe tener un prirtérmino, nadie puede dudar que si =

ocurre en una pagina, hay un lugar en la pagired @ae ocurre por primera vez.

Pero, concediendo todo esto, todavia debe pregengaé uso o mérito hay en este
juego que juega el matemaético, si es realmenteegojy no una forma de conocimiento; y
la Unica respuesta que se ofrece es que algunks dérmulas del matematico tienen o
puede dérseles significado, y que si éstas pueteprgbadas en el sistema simbolico sus
significados seran verdaderos. Pues Hilbert commplrtopinion de Weyl de que las
proposiciones generales y existenciales son irfgigtivas, de modo que las Unicas partes
de las mateméticas que significan algo son lasnafiiones particulares sobre enteros
finitos, como “47 es un primo” y conjunciones yydiaciones de un namero finito de tales
afirmaciones como “Hay un primo entre 50 y 100”,eqpuede considerarse como
significando “O 51 es un primo 0 52 es un primo,,dtasta 0 99 es un primo”. Pero como
todas estas proposiciones de aritmética simplegrupdobarse facilmente sin utilizar en
absoluto mateméticas avanzadas, este uso no peiede gran importancia. Y parece que
aunque el trabajo de Hilbert proporciona un métadevo y poderoso, que €l ha aplicado
con éxito al problema del continuo, como una fifsale las matematicas dificilmente

puede considerarse como adecuado.

Vemos entonces que estas autoridades, grandessaomas diferencias entre ellos,
concuerdan en que el analisis matematico como amidmente se ensefia no puede ser
considerado como un cuerpo de verdad, sino querods falso o a lo mucho un jugo sin
sentido con marcas en papel; y esto significa,,coee los matematicos de este pais
deberian prestar alguna atenciéon a sus opinionaéstestar encontrar algin modo de

enfrentar la situacion.

Consideremos, pues, qué tipo de defensa puedeshapara las matematicas

clasicas, asi como la filosofia de Russell aceecallds.

Debemos comenzar con lo que parece ser la cuestimal, el significado de

proposiciones generales y existenciales, sobradaHijbert y Weyl adoptan esencialmente



la misma postura. Weyl dice que una proposiciérstercial no es un juicio, sino un
abstracto de un juicio, y que una proposicion gdnes una especie de cheque que puede

cambiarse por un juicio real cuando ocurre unaigéa de ella.

Hilbert, menos metaféricamente, dice que son miggmes ideales, y que cumplen
la misma funcién en la Iégica como elementos idealevarias ramas de las matematicas.
Explica su origen de esta manera: una proposidiita fgenuina como “Hay un primo
entre 50 y 100” la escribimos como “Hay un prime s mayor que 50 y menor que 100",
gue parece contener una parte, “51 es un prim@, @s5un primo, etcad inf”, y asi ser
una suma logica infinita, que, como una suma afgedrinfinita, es primeramente
insignificativa, y solo puede darsele un signifizcadcundario sujeto a ciertas condiciones
de convergencia. Pero la introduccion de estasa®nmsignificativas simplifica tanto las
reglas de inferencia que es conveniente retenadasiderandolas como ideales, para las

gue debe probarse un teorema de consistencia.

Bajo esta perspectiva de la cuestion me parecéaygarias dificultades. Primero,
es dificil ver qué uso puede suponerse que tengtas dgformas] ideales; pues las
matematicas propiamente dichas parecen ser redugidaitmética elemental, ni siquiera
admitiendo al algebra, pues la esencia del algebfzacer afirmaciones generales. Ahora,
cualquier enunciado de aritmética elemental puédéniente ensayarse o probarse sin
utilizar matematicas avanzadas, las cuales, sigeng que existen solamente en aras de la
aritmética simple, parecen completamente inatlegundo, es dificil ver como la nocion
de una [forma] ideal puede fallar en presupongrdsibilidad del conocimiento general.
Pues la justificacion de [las formas] ideales yacel hecho de quedaslas proposiciones
no conteniendo [formas] ideales que pueden prolpmsenedio de ellas son verdaderas. Y
asi es que las metamateméaticas de Hilbert, queciggrda son auténtica verdad, estan
limitadas a consistir en proposiciones generalescacde todas las pruebas matematicas
posibles, que, aunque cada prueba es un consfiinitty bien pueden ser infinitas en
namero. Y si, como dice Weyl, una proposicion existal es un documento certificando la
existencia de un tesoro del conocimiento pero oo donde esta, no puedo ver co6mo
explicamos la utilidad de tal documento exceptosygpeniendo que su beneficiario es

capaz del conocimiento existencial de que hay swroéeen algun lugar.
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Mas todavia, incluso si la exposicion de Hilbartiera ser aceptada en tanto que
limitemos nuestra atencion a las matematicas, woceeno podria hacerse plausible con
respecto al conocimiento en general. Asi, si yaige “Tengo un perro”, tu pareces obtener
conocimiento de un hecho; trivial, pero todaviacmdmiento. Pero “Yo tengo un perro”
debe ponerse en simbolismo l6gico como “Hay algoegiun perro y es tenido por mi”; de
modo que el conocimiento es conocimiento de un@qsioion existencial, cubriendo al
rango posiblemente infinito de “cosas”. Ahora bipnsiblemente podria mantenerse que
mi conocimiento de que tengo un perro surgio detlondescrito por Hilbert por mi
incorrecta separacion de lo que parece ser paealproposicion finita, como “Fido es un
perro y es tenido por mi”, pero tu conocimientqpuede explicarse de esta manera, porque
la proposicidn existencial expresa todo lo que dwmsocido, y probablemente todo lo que

conoceras sobre el asunto.

Por ultimo, incluso los hechos aparentemente iddales de la aritmética simple
me parece que son realmente generales. Pues,qgastgs numeros, de qué se tratan? De
acuerdo con Hilbert, marcas sobre papel constriddazatir de las marcas 1 y +. Pero esta
exposicion me parece inadecuada, porque si yoedijesngo dos perros”, eso también te
diria algo; comprenderias la palabra “dos”, y ttzdaracion podria ser algo como “Hag
Y, que son mis perros y no son idénticos entreEsite enunciado parece involucrar la idea
de la existencia, y no tratarse de marcas en pdpaiodo que no puedo ver que pueda
sostenerse seriamente que un numero cardinal gpende a la pregunta “¢, Cuantos?” sea
meramente una marca sobre papel. Si después tomarmode estos hechos aritméticos
individuales, coma2 + 2= 4, me parece que esto significa “Si f@sson dos en namero, y
las gs también, y nada es upay unaq, entonces el nimero de cosas que sps @(Js es
cuatro”. Pues este es el significado en el que rdebetomar2+2=4 con el fin de
utilizarlo, como lo hacemos, para inferir de quegte dos perros y dos gatos a que tengo
cuatro mascotas. Este hecho aparentemente individe& = 4, contiene entonces varios
elementos de generalidad y existencialidadstentiality, primeramente porque I@s yqgs
son caracteristicas absolutamente generales, nadegurque las partes de la proposicion,

tal como “si lagps son dos en nimero”, involucran, como ya vimogjda de existencia.

11



Es posible que toda la asercion de que las prapass generales y existenciales no
pueden expresar juicios 0 conocimiento genuinogpaeamente verbal; que meramente se
esté decidiendo enfatizar la diferencia entre psmpanes individuales y generales al
rehusarse a utilizar las palabras juicio y conoento en conexion con las ultimas. Esto, sin
embargo, seria una pena, porque todas nuestram@soes naturales con las palabras
juicio y conocimiento se ajustan a proposicionesegales y existenciales tanto como a
proposiciones individuales; pues en cualquier gasdemos sentir mayores 0 menores
grados de conviccion sobre el asunto, y en cualgaigo podemos estar en algun sentido
en lo cierto o equivocados. Y la sugerencia qué iegplicita, que el conocimiento general
y existencial existe simplemente en aras del comeacito individual, me parece
completamente falsa. Al teorizar, o que admirapmsencima de todo es la generalidad, y
en la vida cotidiana puede ser mas que suficiesiieconocer la proposicion existencial de
gue hay un toro en alguna parte de un cierto campaiede no haber mayor ventaja en

saber que es este toro y aqui en el campo, endiegaeramente un toro en alguna parte.

¢,Como, entonces, hemos de explicar las proposgigenerales y existenciales?
Creo que no podemos hacer mejor que aceptar lgpgmtinsa que ha presentado
Wittgenstein como una consecuencia de su teoriagi@roposiciones en general. Las
explica con referencia a lo que pueden llamarspgsioiones atomicas, que afirman el tipo
de hecho mas simple posible, y podrian expresarstibzar, ni siquiera implicitamente,
cualesquiera términos l6gicos como o, si, todogurads. “Esto es rojo” es quizad una
instancia de una proposicibn atémica. Supdngase ahma tenemos, digamos,
proposiciones atomicas; con respecto a su verdatsedad hay2" posibilidades ultimas
mutuamente excluyentes. Llamemos a éstas las |ais#s de verdad de las
proposiciones atdmicas; entonces podemos tomarquiaal subconjunto de estas
posibilidades de verdad y afirmar que es una dafabi de este subconjunto la que, de

hecho, se realiza. Podemos elegir este subconglenfaosibilidades en el que afirmamos

que yace la verdad d&° maneras; y éstas seran todas las proposicionepayemos
construir a partir de estasproposiciones atomicas. Asi, para tomar un ejerspieillo,

“Si p, entoncegy” expresa acuerdo con las tres posibilidades detapte p comoq son
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verdaderas, de que es falsa ygq verdadera, y de que es falsa yq falsa, y niega la

posibilidad restante de qpees verdadera g falsa.

Podemos ver facilmente que desde este punto t#ehag una redundancia en todas
las notaciones logicas ordinarias, porque podersosbé de muchas maneras distintas lo
gue es esencialmente la misma proposicion, exptesanuerdo y desacuerdo con los

mismos conjuntos de posibilidades.

El Sr. Wittgenstein sostiene que todas las propmses expresan acuerdo y
desacuerdo con posibilidades de verdad de propasgiatomicas o, como decimos, son
funciones de verdad de proposiciones atomicas; weurag menudo las proposiciones
atOmicas en cuestion no estan enumeradas, sinonileae€las como todos los valores de
una cierta funcion proposicional. Asi, la funciorogosicional X es rojo” determina una
coleccion de proposiciones que son sus valoresdgmos afirmar que todos o al menos
uno de estos valores son verdaderos al decir ‘tBdox, x es rojo” y “Hay unx tal quex
€es rojo”, respectivamente. En otras palabras, diéggemos enumerar los valoresxd®mmo
a, b,...,z, “Para todo, X es rojo” seria equivalente a la proposiciéare$ rojo yb es rojo y
... Y zes rojo”. Es claro, desde luego, que el estadaahde un hombre utilizando una
expresion difiere en varios aspectos del de un hemtiizando la otra, pero lo que podria
llamarse el significado I6gico del enunciado, etheeque se afirma que es, es el mismo en

los dos casos.

Es imposible discutir ahora todos los argumentges gpdrian emplearse en contra
de esta perspectiva, pero debe decirse algo adetagumento de Hilbert, de que si la
variable tiene un nimero infinito de valores, sipgras palabras, hay un nimero infinito de
cosas en el mundo del tipo I6gico en cuestién,n@seaqui una suma o un producto légico
infinito que, como una suma o un producto algebrainfinito, es inicialmente
insignificativo y solo puede darsele un significadko un modo indirecto. Me parece que
esto descansa en una falsa analogia; la suma ldgica conjunto de proposiciones es la
proposicion de que al menos una [proposicién] deljunto es verdadera, y no parece
importar si el conjunto es finito o infinito. No eemo una suma algebraica para la cual la
finitud es esencial, y que se extiende paso a geste la suma de dos términos. Decir que

cualquier cosa posiblemente involucrando un irdinde cualquier tipo debe ser
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insignificativa es declarar de antemano que cuefqteoria real de los agregados es

imposible.

Aparte de proporcionar una exposicion simple depl@posiciones existenciales y
generales, la teoria de Wittgenstein resuelve atiestion de la mayor importancia al
explicar precisamente la naturaleza peculiar deptaposiciones logicas. Cuando el Sr.
Russell primero dijo que las matematicas podrialugiese a la l6gica, su vision de la
I6gica era que consistia en todas las proposicivredaderas absolutamente generales,
proposiciones, pues, que no contenian (en conic@osa las logicas) constantes
materiales. Después abandoné esta postura, potgueldro que se requeria alguna
caracteristica mas ademas de la generalidad. Briagpesible describir todo el mundo sin
mencionar ninguna cosa particular, y claramente plgede ser, por casualidad, verdadero
de cualquier cosa sin tener el caracter de neacksjda pertenece a las verdades de la

l6gica.

Si, entonces, hemos de entender qué es la I§gma la vision del Sr. Russell qué
son las matematicas, debemos intentar definir astacteristica adicional que vagamente
puede llamarse necesidad, o desde otro punto d&, v&itologia. Por ejemplop“es
verdadera o falsa” puede considerarse como unaadengcesaria 0 COmo una mera
tautologia. Este problema es resuelto incidentaienpar la teoria de las proposiciones de
Wittgenstein. Las proposiciones, dijimos, expresala@uerdo y desacuerdo con las
posibilidades de verdad de proposiciones atomidagasn proposiciones atomicas, hay
2" posibilidades de verdad, y podemos concordar a@iquaier conjunto de éstas y
discrepar con el resto. Entonces habra dos casesyes, uno en el que concordamos con
todas las posibilidades y no discrepamos con nimgoino en el que no concordamos con
ninguna y discrepamos con todas. Al primero se ldd tautologia, al segundo

contradiccion.

La tautologia mas simple ep ® nop”: tal declaracion no aflade nada a nuestro
conocimiento, y realmente no afirma un hecho; n@esasi decirlo, una proposicion real,
sino un caso degenerado. Y se encontrard que taslgwoposiciones de la logica son
tautologias en este sentido; y ésta es su camdtardistintiva. Todas las proposiciones

primitivas en Principia Mathematica son tautologias excepto por el axioma de
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reducibilidad, y las reglas de deduccién son ta@jes desde tautologias so6lo pueden
deducirse tautologias, de modo que si no fueradidio axioma, toda la estructura
consistiria en tautologias. Es asi que regresamias véeja dificultad, pero es posible
esperar que también ésta pueda eliminarse poralgodificacion de la teoria de tipos que

pueda resultar a partir del analisis de Wittgenstei

Una teoria de tipos debe permitirnos eludir lastrealicciones; la teoria de
Whitehead y Russell consistia en dos partes distintnidas solamente por estar ambas
deducidas del bastante vago “principio del circulmoso”. La primera parte distinguia
funciones proposicionales segin sus argumentos,, iclases segun sus miembros; la
segunda parte cred la necesidad del axioma de ibddlexd al requerir distinciones

adicionales entre 6rdenes de funciones con el migoale argumentos.

Podemos dividir facilmente las contradiccionestusequé parte de la teoria se
requiere para su solucion, y una vez hecho eston&naenos que estos dos conjuntos de
contradicciones se distinguen también de otra maarfguellas resueltas por la primera
parte de la teoria son todas puramente l6gicasnvaucran ideas excepto las de clase,
relacion y niamero, podrian plantearse en simboligg@o, y ocurren en el desarrollo real
de las matematicas cuando éste se sigue en laidimemorrecta. Tales son la contradicciéon
del mayor ordinal y la de la clase de clases quesaro miembros de si mismos. Con

respecto a éstas, la solucion del Sr. Russell panewitable.

Por otro lado, del segundo conjunto de contradies ninguna de ellas es
puramente l6gica 0 matematica, sino que todasucvah algin término psicolégico como
significar, definir, nombrar o afirmar. Ocurren Ba las matematicas, sino al pensar en
matematicas; de modo que es posible que surjae noal l6gica 0 matemética defectuosa,
sino de la ambigledad en las nociones psicologicapistemoldgicas de significar y
afirmar. En realidad, parece que este debe sase| porque un examen pronto convence a
uno de que el término psicolégico es en cada cesoca&l para la contradiccion, que no
podria construirse sin introducir la relacion déapeas con su significado o con algun

equivalente.
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Si ahora intentamos aplicar a la cuestion la éedeila generalidad de Wittgenstein,
podemos, creo, construir muy facilmente una sofu@obre estas lineas. Explicar esto
adecuadamente requeriria de un articulo entero,pexde ser posible ofrecer alguna idea
de ello con pocas palabras. En la teoria de Wistgan una proposicidon general es
equivalente a una conjuncion de sus instanciamat® que el tipo de hecho afirmado por
una proposicion general no es esencialmente disdmtaquel afirmado por una conjuncion
de proposiciones atémicas. Pero el simbolo parapuoposicion general significa su
significado de una manera distinta de aquella equia el simbolo para una proposicion
elemental lo significa, porque la ultima contier@mibres para todas las cosas de las que
trata, mientras que el simbolo de la proposicidmegad contiene Unicamente una variable
representando todos sus valores a la vez. De fquaaaunque los dos tipos de simbolo
podrian significar la misma cosa, los sentidosigeificado en los que la significan deben
ser distintos. Por lo tanto, los érdenes de prapmses seran caracteristicas no de lo que se
significa, que por si solo es relevante en las matieas, sino de los simbolos utilizados

para significarlo.

Las proposiciones de primer orden seran mas biemocpalabras habladas; la
misma palabra puede ser tanto hablada como esgrita, misma proposicion puede,
tedricamente, ser expresada en distintos 6rdenpbcaAdo estomutatis mutandisa
funciones proposicionales, encontramos que lagdighes tipicas entre funciones con los
mismos argumentos aplican no a lo que se signsgioa, a la relacion de significado entre
simbolo y objeto significado. Por consiguiente mreger desatendidas en las matematicas,
y la solucion de las contradicciones puede pressgva&n una forma ligeramente
modificada, porque las contradicciones relevantgies @enen todas que ver con la relacion

de significado.

Creo que de este modo es posible huir de la dditwel axioma de reducibilidad y
eliminar otras objeciones mas filoséficas que hdaao shechas por Wittgenstein,
rehabilitando asi la exposicion general de los &dumehtos de las matematicas ofrecida por
Whitehead y Russell. Pero todavia queda un punporirante en el que la teoria resultante

debe considerarse como insatisfactoria, y estarelst@onado con el axioma del infinito.
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De acuerdo con los autores Blencipia Mathematicano hay modo de probar que
hay un numero infinito de cosas en ningun tipodogy si no hay un namero infinito en
ningun tipo, toda la teoria de agregados infiniseguencias, célculo diferencial y anélisis
en general se viene abajo. Segun su teoria del rogmse solamente hubiesen diez
individuos, en el sentido de nimero apropiado &iddos, todos los nimeros mayores que
diez serian idénticos a la clase nula y de esteonéhticos entre si. Por supuesto que
habria2' clases de individuos, y asi el siguiente tipo dmeros estaria bien hast¥, y

asi al tomar un tipo suficientemente alto podréamarse cualquier nimero finito.

Pero de esta manera sera imposible alcamzar Existen varias sugerencias

naturales para deshacerse de esta dificultad, toelas parecen llevar a reconstruir la

contradiccion del mayor ordinal.

Entonces pareceria imposible presentar al an&igispto como una consecuencia
del axioma del infinito; tampoco veo que esto sebigetable en general, porque tendria
poco sentido probar proposiciones acerca de serfgstas a menos que tales cosas
existieran. Y, por otra parte, las matematicas menundo con un numero finito dado de
miembros son de poco interés teorico, porque tadesproblemas pueden resolverse por

un procedimiento mecanico.

Pero me parece que surge una dificultad en conexdd proposiciones elementales
en la teoria de niameros que solo pueden probarsenétodos trascendentales, como la
evaluacion de Dirichlet del numero de clase de &wrmouadraticas. Consideremos un
resultado asi de la forma “Cada numero tiene lgipdad p”, probado por métodos
trascendentales sélo para el caso de un mundatanfademas de esto, si supiésemos que
el mundo solamente contenia, digamos, 1,000,008sc@®driamos probarlo al examinar
los numeros hasta 1,000,000. Pero supongase auenelo es finito y que no obstante no
conocemos ningun limite superior a su tamafo; eeno tenemos ningun meétodo para

probarlo en absoluto.

Podria pensarse que podriamos eludir esta codclasidecir que, aunque ningun
agregado infinito pueda existir, la nocidon de ureggdo infinito no es auto-contradictoria,

y por tanto es permisible en las matematicas. &emque esta sugerencia es inuatil por tres
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razones: primero, parece ser resultado de alglonaaziento bastante dificil, pero en mi
opinion conclusivo, de Wittgenstein de que, si ta®es su teoria de proposiciones
generales y existenciales (y fue solo asi que aodis deshacernos del axioma de
reducibilidad), se seguira que si no existiese tmnggregado infinito la nocion de tal
agregado seria auto-contradictoria; segundo, se® cea, generalmente se acepta que el
unico modo de demostrar que los postulados son a&iiinigs es mediante un teorema de
existencia que muestre que realmente hay, y nomesite que podria haber, un sistema del
tipo postulado; tercero, incluso si se concediera la nocién de un agregado infinito no
fuese auto-contradictoria, tendriamos que hacerdgsaalteraciones en nuestro sistema de
I6gica con el fin de validar pruebas dependientgahstrucciones en términos de cosas

gue podrian existir pero que no lo hacen. El siatdefPrincipia seria bastante inadecuado.

Entonces, ¢qué puede hacerse? Podemos intergear dihs pruebas de tales
proposiciones, y por tanto podria ser interesartgniar desarrollar una nueva matematica
sin el axioma del infinito; los métodos a ser addps podrian parecerse a aquellos de
Brouwer y Weyl. Estas autoridades, empero, me pagee son escépticas acerca de las
cosas erroneas al rechazar no el axioma del imfisiho la claramente tautologica ley del
tercero excluido. Pero no me siento nada segugudepudiese conseguirse cualquier cosa
sobre estas lineas, que reemplazarian a los artpsndrascendentales empleados

actualmente.

Otra posibilidad es que se adoptara el métodorgede Hilbert, y que utilizasemos
su prueba de que ninguna contradiccion puede dsduae los axiomas de las
matematicas, incluyendo un equivalente del axiosldndinito. Entonces podemos arguir
asi: si un numero dado tiene o no tiene la propligdaempre puede averiguarse mediante
calculos. Esto nos daré una prueba formal deltatmlpara este niamero particular, que no
puede contradecir al resultado general probadortér p@l axioma del infinito, que por

tanto debe ser valido.

Pero este argumento aun sera incompleto, porglae agicard a numeros que
pueden simbolizarse en nuestro sistema. Y si estaegando el axioma del infinito, habra
un limite superior al niumero de marcas que puedarerie sobre el papel, ya que el

espacio y el tiempo seran finitos, tanto en extensomo en divisibilidad, de modo que
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algunos nameros seran demasiado grandes comoeragacsitos, y para ellos no aplicara
la prueba. Y al ser finitos estos numeros serastenties en un tipo suficientemente alto, y

la teoria de Hilbert no nos auxiliara a probar tigieen la propiedag.

Otra seria dificultad acerca del axioma del infires que, si es falso, es dificil ver
como el analisis matematico podria utilizarse erfideca, que parece requerir que sus
matematicas sean verdaderas y no que meramenigasede una hipétesis posiblemente

falsa. Pero discutir esto a detalle nos llevarfaaiado lejos.

En lo tocante a cdmo llevar el asunto mas lejostengo ninguna sugerencia que
hacer; todo lo que espero es haber hecho clarcejasunto es muy dificil, y que las
principales autoridades son muy escépticas en c@asitlas matematicas puras tal como se
ensefian ordinariamente pueden justificarse l6ginean@ues Brouwer y Weyl dicen que
no pueden, y Hilbert propone solo justificarlas coam juego con marcas insignificativas
sobre el papel. Por otra parte, aunque mi intemtoretonstruccion de la postura de
Whitehead y Russell supera, creo, muchas de lasilktkides, es imposible considerarlo

como completamente satisfactorio.
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