/?,«ﬁzf?/ 7#,;,:;:'_;,:/

=
t_/aﬁfég:fﬂf&i}?g A

=
’f’f// ? e .--"E; E._ ff:;}ﬁf?’é:




Edicion digital para la Biblioteca Digital del ILCE
Titulo original: The Foundations of Mathematics
© De la traduccion: Emilio Méndez Pinto

Publicado por Martino Publishing, CT, EEUU, 2013ariho Publishing ha otorgado a esta

coleccion los derechos de traduccion y de publicaci

Prohibida su reproduccion por cualquier medio miecém eléctrico sin la autorizacidn por escrito
de los coeditores.



PREFACIO

El objetivo de este articulo es ofrecer una expdsi satisfactoria de los
fundamentos de las mateméaticas de acuerdo contetomgeneral de Frege, Whitehead y
Russell. Siguiendo a estas autoridades, sostergtagumatematicas son parte de la l6gica,
y asi pertenezco a lo que puede llamarse la esidggta, opuesta a las escuelas formalista
e intuicionista. Por lo tanto, he tomadoPaincipia Mathematicacomo base para la
discusion y la enmienda; y creo haber descubiedtoog utilizando el trabajo del Sr.
Ludwig Wittgenstein, puede quedar libre de lasasebjeciones que han causado su
rechazo por parte de la mayoria de las autoridaléesanas, quienes han abandonado por

completo su linea de enfoque.

CONTENIDOS
(1) INTRODUCCION
(2) PRINCIPIA MATHEMATICA
(3) FUNCIONESPREDICATIVAS
(4) FUNCIONES ENEXTENSION

(5) LOSAXIOMAS

|. INTRODUCCION

En este capitulo nos ocuparemos de la naturalemrajede las matematicas putasde
como se distinguen de otras ciencias. Aqui haymesstle dos distintas categorias de cosas
de las que debe darse una exposicion — las ideamaeptos de las matematicas, y las
proposiciones de las mateméticas. Esta distinctbesni artificial ni innecesaria, puesto

gue la gran mayoria de autores sobre el tema haeostrado su atencion en la explicacion

L En el futuro, con “matemaéticas” siempre entendesefmatematicas puras”.



de una u otra de estas categorias, y erroneamantsupuesto que inmediatamente se

seguiria una explicacion satisfactoria de la otra.

Asi, la escuela formalista, cuyo representanteenésente es hoy en dia Hilbert, se
ha concentrado en las proposiciones de las matasatiales comd'2+2=4". Han
declarado que éstas son formulas sin sentido amsmipuladas segun ciertas reglas
arbitrarias, y sostienen que el conocimiento matiem&onsiste en saber qué férmulas
pueden derivarse de cuales otras consistentememelas reglas. Siendo tales las
proposiciones de las matematicas, la exposici®udeonceptos, por ejemplo el nUmero 2,
se sigue inmediatamente. “2” es una marca sindeemtcurriendo en estas férmulas sin
sentido. Pero, sea lo que sea lo que se piense ssbw como una exposicion de las
proposiciones matematicas, obviamente resulta cuadi® como una teoria de conceptos
matematicos; pues éstos ocurren no solamente eprdg®siciones matematicas, sino
también en las de la vida diaria. Asi, “2” tiengdu no meramente et +2=4", sino
también en “Son 2 millas a la estacién”, que nouea formula sin sentido sino una
proposicion significativa en la que “2” no puedencebiblemente ser una marca sin
sentido. Ni tampoco puede haber ninguna duda déXjee utiliza en el mismo sentido en
los dos casos, pues podemos utiliza@r+2=4" para inferir de “Son dos millas a la
estacion y dos millas desde ahi al estadio” quen“Bgatro millas al estadio via la
estacion”, de modo que estos significados ordisad® dos y de cuatro estan claramente
involucrados erf'2+2= 4", Asi que la irremediablemente inadecuada teorradtista es,
hasta cierto punto, el resultado de considerar aiménite las proposiciones de las
matematicas y de desatender el analisis de sugpimsg sobre los cuales puede arrojarse
luz adicional por su ocurrencia fuera de las matiea® en las proposiciones de la vida

diaria.

Aparte del formalismo hay dos principales actitugenerales hacia el fundamento
de las matemadticas: la de los intuicionistas digitsis, como Brouwer y Weyl en sus
articulos recientes, y la de los logicistas — Fratbkitehead, y Russell. Las teorias de los
intuicionistas ciertamente implican renunciar a hoscde los métodos mas fructiferos del
analisis moderno sin ninguna razon, me parece,pexape los métodos no consiguen

ajustarse a sus prejuicios privados. Por lo tambopretenden ofrecer ningin fundamento



para las matematicas como las conocemos, sinopsd& un cuerpo mas estrecho de la
verdad que todavia no ha sido definido con clarifauedan los logicistas, cuyo trabajo
culminé en Principia Mathematica Las teorias ahi formuladas son generalmente
rechazadas por razones de detalle, especialmemtdapodificultades aparentemente
insuperables relacionadas con el axioma de redideiddi Pero estos defectos de detalle me
parece que resultan de un importante defecto deipio, sefialado primeramente por el Sr.

Wittgenstein.

La escuela logica se ha concentrado en el andlési®s conceptos matematicos,
habiendo mostrado que son definibles en términosumenimero muy pequefio de
conceptos logicos fundamentales; y, habiendo afoeesta exposicion de los conceptos de
las mateméticas, inmediatamente han deducido upasexdn de las proposiciones
matematicas — a saber, que eran aquellas propusicierdaderas en las que Unicamente
ocurrian conceptos matematicos o ldgicos. Asi, &g The Principles of Mathematiés
define a las matematicas puras como “la clase d@sttas proposiciones de la fornm
implicaq’, dondep y g son proposiciones conteniendo una o mas varidalesnismas en
las dos proposiciones, y m ni g contienen ningunas constantes excepto constantes
l6gicas”? Esta reduccién de las matematicas a la l6gicadioebfue justamente descrita
por el Sr. Russell como uno de los mayores desuigttos de nuestra épotagro no fue
el final del asunto, como él parecié suponer, pertpdavia se encontraba lejos de una
concepcion adecuada de la naturaleza de la I6gichdkca a la que las matematicas
habian sido reducidas. No me estoy refiriendo &nganua teoria de que las constantes
I6gicas eran nombres para objetos reales (que ghdredonado), sino a su creencia de que
cualquier proposicién que pudiese establecerseartido términos l6gicGlebe ser por si
sola una proposicién de la l6gica o de las mateasftiCreo que la cuestién se aclara al
describir la clase de proposiciones que nos ocopadas proposiciones completamente

generales, enfatizando el hecho de que no son sobes o relaciones particulares, sino

2 No debe confundirse cdPrincipia MathematicalLa obraThe Principles of Mathemati@s anterior, y hoy
en dia suele considerarsele como una especierdduntion aPrincipia MathematicaNota del Traductor.

% Russell,The Principles of Mathemati¢¢903), p. 3.

* Loc. cit., p. 5.

®i. e., variables y constantes légicas.

® Omito aqui, como en otros lugares, la arbitrari@ivjal condicion de que la proposicién debe serlal
forma “p implicaq”.



sobre algunas o todas las cosas y las relacioreesedimente obvio que no todas las
proposiciones asi son proposiciones de las matessadi de la I6gica simbolica. Témese,
por ejemplo, “Cualesquiera dos cosas difieren denehos treinta formas”; esta es una
proposicion completamente general, que podria eapme como una implicacion
involucrando Unicamente constantes logicas y veasaly bien puede ser verdadera. Pero
nadie podria considerarla como una verdad mateandatlogica; es absolutamente distinta
de una proposiciéon como “Cualesquiera dos cosde gon cualesquiera otras dos cosas
hacen cuatro cosas”, que es una verdad l6gica gneramente una [verdad] empirica.
Segun nuestra filosofia podemos diferir en llamk @rimera una proposicion contingente
y a la segunda una proposicion necesaria, 0 aif@m@ una proposicion genuina y a la
segunda una mera tautologia; pero todos debemasrciam con que hay alguna diferencia
esencial entre las dos, y que una definicion degsiciones matematicas debe incluir no
meramente su completa generalidad, sino tambiamalgropiedad adicional. Esto esta
seflalado, con una referencia a Wittgenstein, eninteoduction to Mathematical
Philosophy de Russell; pero no hay rastro de elloReincipia Mathematicani el Sr.
Russell parece haber entendido su tremenda imp@atgyor ejemplo, en la consideracion
de proposiciones primitivas. En el pasaje referdio Introduction to Mathematical
Philosophy el Sr. Russell distingue las proposiciones quedpno enunciarse en términos
I6gicos de aquellas que la logica puede afirmaraceerdaderas, y da a las dltimas la
caracteristica adicional de que son “tautologies™un sentido que no puede definir. Es
obvio que una definicion de esta caracteristicaltegsencial para un fundamento claro de
nuestro tema, ya que la idea a ser definida es dendos lados esenciales de las
proposiciones matematicas — su contenido y su forBwa contenido debe estar
completamente generalizado y su forma [debe seigltaica.

Los formalistas desatendieron todo el conteniduceron de las mateméaticas un
sin sentido, mientras que los logicistas desatemdida forma e hicieron que las
matematicas consistieran en cualesquiera genaralies verdaderas; Unicamente
tomando en cuenta a ambos lados y consideranduias compuestas por generalizaciones
tautologicas es que podemos obtener una teoriaadiec

"p. 205.



Ahora tenemos que explicar una definicion de fagta que ha sido ofrecida por el
Sr. Wittgenstein en sulractatus Logico-Philosophicuy que forma una de sus
contribuciones mas importantes al tema. Al hacdo e® podemos evitar alguna

explicacion de su teoria de las proposiciones aerge

Debemos comenzar con la nocién de praposicion atdmic ésta es una que no
podria analizarse en términos de otras proposisionegjue podria consistir solo en
nombres, sin constantes logicas. Por ejemplo, il 'w', el nombre de una cualidad, a
a’, el nombre de un individuo, y escribiendga", tenemos una proposicion atomica
afirmando que el individuo tiene la cualidad. Asipmitimos el hecho de que “Sécrates” y
“sabio” son simbolos incompletos y los consideracm®o nombres, “Socrates es sabio”

es una proposicion atdmica; pero “Todos los homboessabios”, “Socrates no es sabio”,
no son atomicas.

Ahora supdngase que tenemos, digamgsioposiciones atémicag, g, r,.... Con

respecto a su verdad o falsedad Rayposibilidades ultimas mutuamente excluyentes, que

podriamos acomodar en una tabla como éBtsighifica verdad, y falsedad, y hemos
tomadon =2 por brevedad).

N Y N
T W N N R

A estas 2" posibilidades las llamaremos las posibilidadesvdedad de lamn
proposiciones atomicas. Tal vez queramos elegiguiea subconjunto de ellas, y afirmar
que es una posibilidad de este subconjunto quéedeo, se realiza — es decir, expresar

nuestro acuerdo con algunas de las posibilidadesiestro desacuerdo con el resto.

8 Wittgenstein las llama “proposiciones elementaléss he llamado “atémicas” con el fin de seguiSal
Russell al utilizar “elemental” en un sentido digi



Podemos hacer esto al poner martasF en las posibilidades con las que acordamos y

desacordamos, respectivamente. De este modo olienera proposicion.

Asi

MloN| w| N
| | N N e
Nl NN

es la proposicion “No ambgsy g son verdaderas”, op“es incompatible coq”, pues
hemos permitido todas las posibilidades exceppoitaera, que hemos rechazado.

Similarmente

o] B | e e B
T | N N R
N NN

es la proposicion “S, entonces)’.

Una proposicidn que expresa acuerdo y desacuerdtas posibilidades de verdad

de p,q,... (Que no necesitan ser atomicas) es llamada ungiéfurde verdad de los
argumentosp, g,.... O, mas precisamente, se dice §ues la misma funcion de verdad de
p,q,... queR lo es der,s,... si P expresa acuerdo con las posibilidades de verdad de
P, g,... correspondientes por la sustituciongpgorr, q pors,... para las posibilidades de

verdad der,s,... con las qué& expresa acuerdo. Asip Y q” es la misma funcion de verdad



dep, qque Ty s loes der, s en cada caso siendo la Unica posibilidad peranitjde
ambos de los argumentos sean verdaderos. El StgeWstein ha percibido que, si
aceptamos esta exposicion de las funciones de drecdeno expresando acuerdo y
desacuerdo con posibilidades de verdad, no haynpaadla que los argumentos para una
funcién de verdad no habrian de ser infinitos ememd® Ya que ningln autor anterior ha
considerado a las funciones de verdad como subtEptie mas de un numero finito de
argumentos, esta es una innovacion de la mayor riemma. Desde luego, si los
argumentos son infinitos en numero, no pueden @@ost enumerados y escritos por
separado; pero no hay necesidad de que los enuwm®rginpodemos determinarlos de

cualquier otro modo, como podemos hacerlo al atilfianciones proposicionales.

O
Una funcidon proposicional es una expresion deotand “f x”, que es tal que

expresa una proposicién cuando cualquier simbotoufd cierto tipo I6gico apropiado

O O
dependiente dd) es sustituido por X”. Asi, “x es un hombre” es una funcion
proposicional. Podemos utilizar funciones proposiales para reunir el rango de

proposiciones que sean todos los valores de ladiupara todos los valores posiblesxde

0
Asi, “x es un hombre” relne todas las proposicio@ess‘un hombre”, ¥ es un hombre”,
etc. Habiendo ahora definido, por medio de unaifum@roposicional, un conjunto de
proposiciones, podemos, utilizando una notaciércwatta, afirmar la suma o el producto

l6gico de este conjunto. De este modo, al esctilsx fx" afirmamos el producto légico de
todas las proposiciones de la forth&" ; al escribir"(CX). fx" afirmamos su suma légica.
Asi, “(X) . x es un hombre” significaria “Todo es un hombre(fX) . x es un hombre”,

“Hay algo que es un hombre”. En el primer caso énos unicamente la posibilidad de
gue todas las proposiciones de la forma$ un hombre” son verdaderas; en el segundo
excluimos Unicamente la posibilidad de que todasplaposiciones de la forma &s un

hombre” son falsas.

° Asi, la suma légica de un conjunto de proposigoela proposicién de que al menos una del canjest
verdadera, y es irrelevante si el conjunto esdiniinfinito. Por otro lado, una suma algebraidaita no es

realmente una suma en absoluto, sindinnite, y asi no puede ser tratada como una suma exsejeia a

ciertas restricciones.



Asi, las proposiciones generales conteniendo #bdo “algunos” resultan ser
funciones de verdad para las cuales los argumentestan enumerados sino dados de otro
modo. Pero aqui debemos protegernos de un posible BEomemos una proposicion como
“Todos los hombres son mortales”; ésta no es, campadmera vista podria suponerse, el
producto légico de las proposicioneses mortal” para tales valores xlgue son hombres.
Puede mostrarse facilmente que tal interpretagéer®nea (véase, por ejemghrincipia
Mathematica I, 12 ed., p. 47, 22 ed., p. 45). “Todos los haabson mortales” debe
interpretarse como significandox)(. six es un hombrex es mortal”, i. e., es el producto

I6gico de todos los valores de la funciénxgs un hombres es mortal”.

El Sr. Wittgenstein sostiene que todas las prapwses son, en el sentido definido,
funciones de verdad de proposiciones elementakds. &5 dificil de probar, pero por sus
propios méritos es extremadamente plausible; dieg cquando afirmamos cualquier cosa,
estamos diciendo que es una, de un cierto gruposibilidades ultimas, que se realiza, no
una de las posibilidades restantes. También aplitadas las proposiciones que podrian
expresarse con el simbolismo Eencipia Mathematicaya que éstas se construyen desde
proposiciones atomicas al utilizar primeramentejwwiones como “si’, “y”, “0”, y
segundamente varios tipos de generalidad (variadpesentes). Y ambos métodos de

construccion han resultado crear funciones de défda

A partir de esta exposicion vemos cuando dos doslroposicionales han de ser
considerados como instancias de la misma proposicig saber, cuando expresan acuerdo
y desacuerdo con los mismos conjuntos de positéislade verdad de proposiciones
atomicas.

Asi, en el simbolismo derincipia Mathematica
"pUOQqQ: ~p.0O.9"% "I p. ~ p"

son ambos modos méas complicados de escdhir “

19| a forma ‘A creep” quiza se sugiera como dudosa. Esta claramen&snma funcién de verdad dg’)*
pero no obstante puede ser una de otras proposscaiamicas.
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Dado cualquier conjunto de proposiciones atémicas como argumentos, Bay
posibilidades de verdad correspondientes, y pdgotah subclases de sus posibilidades de
verdad, y asP? funciones de verdad deargumentos, una expresando acuerdo con cada

subclase y desacuerdo con el resto. Pero entre sthay dos casos extremos de mucha
importancia: uno en el que expresamos acuerdoadastlas posibilidades de verdad, el
otro en el que no expresamos acuerdo con ninguedlade A una proposicion del primer
tipo se le llamatautologig a una del segundoontradiccion Las tautologias y las
contradicciones no son proposiciones reales, saspnsc degenerados. Quizd podamos
aclarar esto mas facilmente si tomamos el casosind@le posible, cuando hay sélo un

argumento.

La tautologia es

N

I. e., "‘p o nop”. Esto realmente no afirma nada en absoluto; rieja a uno mas sabio que
como lo encontrd. Uno no sabe nada sobre el clirsab& que esté lloviendo o que no esta

lloviendo!*

La contradiccion es

Nl
ry

I. €., “pno es verdadera ni falsa”.

" wittgensteinTractatus Logico-Philosophicyug.461.
11



Esto es claramente autocontradictorio, y no regmtasun estado de cosas posible

cuya existencia pueda ser afirmada.

Las tautologias y las contradicciones pueden seodos grados de complejidad;
para ofrecer otros ejemplo$(x) . gx:0:@a" es una tautologia; ~.((xX)@x:@a" una
contradicciéon. Claramente, al negar una contragiicobtenemos una tautologia, y al negar
una tautologia una contradiccion. Es importantequerlas tautologias no son simplemente
proposiciones verdaderas, aunque para muchos [epdsueden ser tratadas como
proposiciones verdaderas. Una proposicion genuiimana algo sobre la realidad, y es
verdadera si la realidad es como afirma que eso Bea tautologia es un simbolo
construido para no decir nada en absoluto sobreedddad, sino para expresar total

ignorancia al concordar con cada posibilidad.

La asimilacion de tautologias y contradicciones pooposiciones verdaderas y
falsas, respectivamente, resulta del hecho de gsidalutologias y las contradicciones
pueden tomarse como argumentos para funciones rdadvgusto como proposiciones
ordinarias, y para determinar la verdad o la fadede la funcion de verdad, las tautologias
y las contradicciones deben contarse, entre susmagfos, respectivamente como
verdaderas y falsas. Asi, &' ‘es una tautologia,c" una contradiccion, t‘y p”, “Si t,

entonce®”, “c o p” son lo mismo quep”, y “t op”, “Si ¢, entonceP”’ son tautologias.

Aqui tenemos, gracias al Sr. Wittgenstein, a q@erndebe todo este analisis, un
sentido claramente definido de tautologia; ¢ peksts podria preguntarse, el sentido en el
gue encontramos que la tautologia es una cardierésencial de las proposiciones de las
matematicas y de la logica simbdlica? La cuestiémeddecidirse por comparacion. ¢ Son
las proposiciones de la l6gica simbdlica y de lasematicas tautologias en el sentido del

Sr. Wittgenstein?

Comencemos por considerar no las proposiciondasdeatematicas, sino aquellas
de Principia Mathematicd? Estas se obtienen mediante el proceso de deduzgiértir de

ciertas proposiciones primitivas que caen en dopay: aquellas expresadas en simbolos y

12 Hacemos esta distincién Gnicamente pordiréncipia Mathematicatal vez sea una interpretacion
incorrecta de las matematicas; en general, pienses correcta.
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aquellas expresadas en palabras. Aquellas expseeadzlabras son casi todas sinsentidos
por la teoria de tipos, y deben reemplazarse paverwiones simbdlicas. Las
proposiciones primitivas reales, aquellas expresadasimbolos, son, con una excepcion,
tautologias en el sentido de Wittgenstein. De nupgiy ya que el proceso de deduccidn es
tal que desde tautologias se siguen Unicamentaldgids, si no fuese por un defecto toda
la estructura consistiria en tautologias. El defees desde luego el axioma de
reducibilidad, que es, como se mostrara méas abajea proposicién genuina cuya verdad
o falsedad es una cuestion de hecho bruto, nogilealdNo es, por tanto, una tautologia en
ningun sentido, y su introduccién en las matematesinexcusable. Pero supdngase que
pudiese prescindirse de él y gRencipia Mathematicase modificara en consecuencia;
entonces ésta consistiria por completo en tautdogri el sentido de Wittgenstein. Y por lo
tanto, si Principia Mathematicaesta en la direccion correcta como fundamento e
interpretacion de las matematicas, es en el sedédautologia de Wittgenstein en el que

las mateméticas son tautologicas.

Pero la adecuacion d&incipia Mathematicaes una cuestion de detalle; y, como
hemos visto que contiene un defecto muy grave,oypademos estar seguros de que las
matematicas son el tipo de cosa que Whitehead yeRissiponen que es, o por lo tanto que
consisten en tautologias en el sentido de Wittganso obstante, una cosa es clara: que
las matematicas no consisten en proposiciones mgnw afirmaciones de hecho que
pudiesen basarse en evidencia inductiva, comoogrigo basar al axioma de reducibilidad,
sino que en algun sentido son necesarias o taitaRgEn la vida real, como dice
Wittgenstein, “nunca necesitamos una proposiciértematica, sino que utilizamos
proposiciones matematicasicamentepara inferir desde proposiciones que no pertenecen
a las matematicas a otras que tampoco pertenet®s raatematicas” Asi, utilizamos
"2x2=4" para inferir de “Tengo dos centavos en cada unoidelos bolsillos” a “Tengo
cuatro centavos en total en mis bolsillo$2x2=4" no es ella misma una proposicion
genuina a favor de la cual pueda requerirse evidanductiva, sino una tautologia que
puede verse que es tautolégica por cualquiera aeelap comprender plenamente su

significado. Cuando en las matematicas seguimokarade las proposiciones se vuelven

13 véase el capitulo V.
4 Wittgenstein, op. cit., 6.211.
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tan complicadas que no podemos ver inmediatamemeson tautologicas, y tenemos que
asegurarnos de esto al deducirlas desde tautologéss obvias. Las proposiciones
primitivas a las que llegamos al final deben sé&st@ue no podria requerirse ninguna
evidencia para ellas, ya que son tautologias petectmo “Sip, entoncesy”. Pero las
tautologias en las que consisten las matematicag qesulten no ser del tipo de
Wittgenstein, sino de algun otro. Su uso esenddieilitar la inferencia l6gica; esto se
consigue de la manera mas obvia al construir tagitaé en el sentido de Wittgenstein,
pues si “Sip, entonces)’ es una tautologia, podemos inferir I6gicamermfedesde p”, v,

a la inversa, siq’ se sigue l6gicamente d@™ “Si p, entonces|” es una tautologi& Pero

es posible que hayan otros tipos de férmulas quirigno utilizarse para facilitar la
inferencia; por ejemplo, lo que podemos llamar idiewles comd'a =b", significando que
“a’, “b” pueden sustituirse entre si en cualquier projmsisin alterarla. No me refiero a
sin alterar su verdad o falsedad, sino a sin altgu& proposicion es:2+2=4" bien
podria ser una identidad en este sentido, porqeadd 2 + 2 sombreros” y “Tengo 4
sombreros” son la misma proposicion, ya que comleirel desacuerdan con los mismos

conjuntos de posibilidades de verdad ultimas.

Nuestro siguiente problema es decidir si las matieas consisten en tautologias
(en el preciso sentido definido por Wittgensteingae en lo que sigue confinaremos la
palabra “tautologia”) o en formulas de algun otpw.t Es bastante claro que la geometria,
en la que consideramos términos como “punto”, @fneomo significando cualesquiera
cosas satisfaciendo ciertos axiomas, de modo geielmicos términos constantes son
funciones de verdad como “0”, “algunos”, consistetautologias. Y lo mismo seria cierto
para el andlisis si considerdsemos a los nUmeros caalesquiera cosas satisfaciendo los
axiomas de Peano. Sin embargo, tal perspectiva sentamente inadecuada, porque, ya
gue los numeros del 100 en adelante satisfaceradmsnas de Peano, no tendriamos
medios para distinguir “Esta ecuacion tiene trésesl de “Esta ecuacion tiene ciento tres
raices”. De modo que los numeros deben definirssonm variables sino como constantes,

y la naturaleza de las proposiciones del anaksiaiglve dudosa.

5 Quizé esto pueda aclararse al observar quey’ssé sigue l6gicamente de™ p.~q" debe ser
autocontradictorio, y por tanto~ (p. ~ Q)" es tautolégico ¢ p [ " es tautoldgico.
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Creo que son tautologias, pero la prueba de egtende de ofrecer un analisis
detallado de ellas, y la refutacion de cualquiea déoria dependeria de encontrar una
dificultad insuperable en los detalles de su coustén. En este capitulo me propongo
discutir la cuestion de un modo general, que dedeirgevitablemente algo vago e
insatisfactorio. Primero intentaré explicar lasngies dificultades que debe superar una
teoria de las mateméticas como tautologias, y @sspuentaré explicar por qué el tipo
alternativo de teoria sugerido por estas dific@lsadparece ser irremediablemente
impracticable. Después, en los siguientes capitulegresaré a la teoria de que las
matematicas consisten en tautologias, discutie€lyazaré parcialmente el método ofrecido
en Principia Mathematicapara superar las dificultades, y construiré unaucsdh

alternativa y, en mi opinién, satisfactoria.

Nuestros primeros asuntos son, pues, las diftedtale la teoria de la tautologia.
Surgen de una caracteristica fundamental del aélsderno que debemos enfatizar. Esta
caracteristica puede llamarsgtensionalidady las dificultades pueden explicarse como
aguellas a las que nos enfrentamos si intentanthgireun calculo de extensiones a un
calculo de funciones de verdad. Aqui, desde luegtamos utilizando “extensién” en su
sentido logico, en el que la extension de un peeftices una clase, la de una relacion una
clase de parejas ordenadas; de modo que al llaxtanseonales a las matematicas
gueremos decir que tratan no con predicados sinoctases, no con relaciones en el
sentido ordinario sino con correlaciones posibtesrelaciones en extensiéon” como las
llama el Sr. Russell. Como ejemplos de este pumeemos tres conceptos matematicos
fundamentales — la idea de un nimero real, laddeana funcion (de una variable real), y
la idea de similitud de clases (en el sentido de@a

Los numeros reales son definidos como segmentogadenales; cualquier
segmento de racionales es un nimero real, y Xayde ellos. No es necesario que el
segmento esté definido por cualquier propiedadedlipado de sus miembros en algun
sentido ordinario de predicado. Un niumero realogggnto una extension, e incluso puede
ser una extension sin ninguna intensioén correspoiteli Del mismo modo una funcion de
una variable real es una relacion en extension, mueecesita estar dada por ninguna
formula o relacion real.
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Quiza el punto es mas llamativo en la definiciantoriana de similitud. Se dice que
dos clases son similareis €., tienen el mismo namero cardinal) cuando hay @hecion
uno-uno cuyo dominio es una clase y cuyo dominiverso es la otra. Aqui es esencial
gue la relacién uno-uno solo necesita ser unaiéelamn extension; es obvio que dos clases
podrian ser similares, i. e., susceptibles de semrlacionadas, sin que haya ninguna

relacion que realmente las correlacione.

Aqui hay un punto verbal que requiere ser mendionao utilizo la palabra “clase”
para implicar un principio de clasificacién, conaoplalabra sugiere de manera natural, sino
gue por una “clase” quiero decir cualquier conjudéocosas del mismo tipo l6gico. Tal
conjunto, me parece, puede o no ser definible o pw enumeraciéon o bien como la
extension de un predicado. Si no es definible agbademos mencionarlo por si mismo,
sino solo tratar con él por implicacion en propmsies sobre todas las clases o algunas
clases. Lo mismo es cierto para relaciones en sitenpor las cuales no meramente quiero
decir las extensiones de relaciones reales, siatguer conjunto de parejas ordenadas.
Que esta sea la nocion que tiene lugar en las ratite® me parece absolutamente claro a
partir del dltimo de los ejemplos anteriores, ldirdeiéon de Cantor de similitud, donde
obviamente no hay necesidad de que la relaciérunncen extension sea o bien finita o

bien la extension de una relacion real.

Las matematicas son, por tanto, esencialmentesatales, y pueden ser llamadas
un calculo de extensiones, ya que sus proposiciafi@san relaciones entre extensiones.
Esto, como hemos dicho, es dificil de reducir &éloulo de funciones de verdad, a lo cual
deben reducirse las matematicas si han de cormmstautologias; pues las tautologias son
funciones de verdad de un cierto tipo especiagbers aquellas que concuerdan con todas
las posibilidades de verdad de sus argumentosaQuademos explicar mas facilmente la

dificultad con un ejemplo.

Tomemos una afirmacion extensional del tipo mépla posible: la afirmacion de
gue una clase incluye a otra. En tanto que lag<lastén definidas como las clases de

cosas teniendo ciertos predicadps/ ¢, no hay ninguna dificultad. Que la clase (s
incluya a la clase des simplemente significa que todo lo que espues uny , que, como
hemos visto antes, es una funcion de verdad. Reno$visto que las matematicas también
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tienen que tratar (al menos aparentemente) coesclgise no estan dadas por predicados
gue definen. (Tales clases ocurren no meramentedouson mencionadas por separado,
sino también en cualquier declaracion sobre “tdamslases”, “todos los niumeros reales”.)
Tomemos dos de tales clases tan simple como sédepda clased, b, ¢) y la clase &, b).
Entonces que la clase, p, ) incluya a la clasea( b) es, en un sentido amplio, tautolégico,
y aparte de su trivialidad seria una proposiciortematica; pero no parece ser una
tautologia en el sentido de Wittgenstein, es decircierto tipo de funcion de verdad de
proposiciones elementales. La manera obvia de tartdracerla una funcion de verdad
consiste en introducir la identidad y escribig,“p) est4 contenida era,(b, ¢)” como

"(X):.x=al.x= b x= ald. = kJ. x ¢& Esto ciertamente parece una funcion de
verdad tautolégica cuyos ultimos argumentos soorgalde"x=a"," x=B," x= £, es
decir, proposiciones comta=a"," b= d," d= 4. Pero éstas no son proposiciones reales

en absoluto; effa=Db", o bien &, “b” son nhombres de la misma cosa, en cuyo caso la
proposicion no dice nada, o [nombres] de cosastiist en cuyo caso [la proposicion] es
absurda. En ningun caso es la afirmacion de unohexctio parece ser una afirmacion real
por la confusién con el caso cuand® © “b’ no es un nombre sino una descripcidn.
Cuando &", “b” son ambos nombres, la Unica significancia quedpusstablecerse sobre
"a=Db" es que indica que utilizamo®" “b” como nombres de la misma cosa o, de

manera mas general, como simbolos equivalentes.

Esta y otras consideraciones llevaron a Wittgémsée la opinién de que las
matematicas no consisten en tautologias, sino gudollamoé “ecuaciones”, a las que yo
preferiria llamar “identidades”. Esto es, formutisla forma"a="b", donde &”, “b” son
simbolos equivalentes. Hay cierta plausibilidaduea exposicién asi de, por ejemplo,
"2+2=4". Ya que “Tengo 2 + 2 sombreros”, “Tengo 4 sombrermsn la misma
proposicién:’ “2 + 2" y “4” son simbolos equivalentes. Tal comsta, ésta es obviamente
una perspectiva ridiculamente estrecha de las natitrs, y las reducen a aritmética
simple; pero es interesante ver si no podria coinsér una teoria de las matematicas con

identidades como su fundamento. He pasado muchwmpadiedesarrollando tal teoria, y

16 para una discusién méas completa de la identidssevel siguiente capitulo.
" En el sentido explicado antes. Claramente noaomisma oracion, pero son la misma funcion de vedeéa
proposiciones atémicas, y asi, afirman el mismdbec
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descubri que se enfrentaba a lo que a mi me paréiieultades insuperables. Aqui no es
lugar para ofrecer un estudio detallado de estej@alsin salida, pero intentaré sefialar de

un modo general las obstrucciones que blogueaalisias

Primero que nada debemos considerar qué tipoagmgiciones matematicas habra
en tal teoria. Suponemos que el tipo mas primiéizda identidad'a="b", que se vuelve
una proposicion real sélo si es tomada para sephre las cosas significadas pat, ™ b”,
sino sobre estos simbolos por si mismos; entonass matematicas consisten en
proposiciones construidas a partir de identidadesip proceso analogo a aquel por el cual
las proposiciones ordinarias estan construidagta gda proposiciones atomicas; es decir,
las proposiciones matematicas son (en esta teerialgun sentido, funciones de verdad de
identidades. Quiza esto es una exageracion, yoldat@odria no afirmar que todas las
proposiciones matematicas sean de esta forma; ggerdaramente una de las formas

importantes que se supondria habrian de ocurriy s&gdliria que
"X*=3x+2=00, x=20x=1'

es de esta forma, y corresponderia a una proposteidal que fue una funcion de verdad
de las proposiciones verbales correspondientess argumentos'x=2", etc. De este
modo, la proposiciéon anterior equivaldria a “8f —3x+ 2" significa 0, 'x" significa 2 o

1”. Entonces las matematicas serian, al menos @, i@ actividad de construir formulas
gue correspondiesen de este modo a proposiciomeale®s. Una teoria asi seria dificil y
quiza imposible de desarrollar a detalle, pero ¢yé® hay otras razones mas simples para
descartarla. Estas surgen tan pronto como dejamasathr a las matematicas como una
estructura aislada, y consideramos los elementogenmdéicos en proposiciones no
matematicas. Por simplicidad, limitémonos a nimeesdinales, y supongamos conocer el

O
analisis de la proposicion de que la clasepdeesn en niumerd x(@xX) O . Aqui @ puede
ser cualquier predicado ordinario definiendo urese] por ejemplo, la clase ¢es puede

ser la clase de los ingleses. Ahora tdbmese unagicpn como “El cuadrado del nimero

de @¢s es mayor por dos que el cubo del niumeraydg. Creo que esta proposicion no

podemos analizarla con este tipo de forma:
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(M, 1) X@X 0 m % 0 = he 2.

Es una proposicion empirica, no una matematica, acerca de logs y ¢ s, no acerca de

simbolos; empero, en ella ocurre la pseudo-projgwsimatematican® = n° + 2, a la cual,

de acuerdo con la teoria bajo discusion, so6lo podatarle sentido al tomarla como siendo
acerca de simbolos, haciendo de este modo quéatpdeposicién sea parcialmente acerca
de simbolos. Mas todavia, al ser una proposiciopimra, es una funcion de verdad de

proposiciones elementales expresando acuerdo cmtiagposibilidades que dan nimeros
de gs y ¢ s satisfaciendo &’ = n*+2. Asi, “m® = n°+2” no es, como parece ser, uno de

los argumentos de verdad [truth-arguments] endagmicion anterior, sino mas bien parte

de la funcion de verdad como “~” dI” o “[J m.n,” que determinan qué funcion de
verdad de proposiciones elementales es la que estafiimando. La teoria-identidad de

las matematicas resulta bastante inadecuada palieagxun uso tal den® = n* +2.

Por otro lado, la teoria-tautologia haria todque se requiere; de acuerdo con ella,

m’ =’ +2 seria una tautologia para los valoresnidey n que la satisfacen, y una

contradicciéon para todos los otros valores. Asi,

>D<(qox)D mD>(¢// N0 nr= A+2

seria, para el primer conjunto de valoresga, simplemente equivalente a

X(@) 0 m X 30 0

“m? = n*+ 2" siendo tautoldgica y por tanto superflua; y p@dos los otros valores seria

auto-contradictoria. De modo que

(Om1): X@H0 m g X0 ni= 2"

seria la suma logica de las proposiciones

"x(@ O m Ky 30
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para todom, n satisfaciendom® = n*+2, y de contradicciones para todo otrp n; y
entonces es la proposicion que requerimos, porquera suma logica las contradicciones
son superfluas. Asi que esta dificultad, que paleted para la teoria de la identidad, se
elude por completo con la teoria de la tautolomi@, por tanto estamos animados a seguir y
ver si no podemos encontrar una manera de sugardificultades a las que descubrimos
enfrentarnos al intentar reducir un calculo extamai a un célculo de funciones de verdad.
En Principia Mathematicase procura una solucion asi, y la discutiremos|esigaiente
capitulo; pero antes de pasar a esto debemos ddgir sobre las consabidas

contradicciones de la teoria de agregados querauestia también tendra que eludir.

No se hace notar lo suficiente, y el hecho estaptetamente desatendido en
Principia Mathematica que estas contradicciones caen en dos gruposarferdalmente

distintos, a los que llamaremos A y B. Las mas cmas se dividen como sigue:
A. (1) La clase de todas las clases que no son lon@nte si mismas.
(2) La relacion entre dos relaciones cuandonmtiene en si misma a la otra.
(3) La contradiccién de Burali-Forti acerca aiglinal mayor.
B. (4) “Estoy mintiendo.”
(5) El menor entero no nombrable en menose@mieve silabas.
(6) El menor ordinal indefinible.
(7) La contradiccion de Richard.
(8) La contradiccién de Weyl acerca de “hdtagisch”*®

El principio segun el cual las he dividido es dedamental importancia. El grupo A
consiste en contradicciones que, si ho se hicierguna previsidn en contra de ellas,
ocurririan en un sistema l6gico o matemético pom#mo. Involucran Unicamente
términos I6gicos o matematicos como clase y numenayestran que debe haber algo mal

con nuestra logica o nuestras matematicas. Peroolatsadicciones del grupo B no son

18 para las primeras siete de estas contradiccig@ssRrincipia Mathematical (1910), p. 63. Para la octava
véase WeylDas Kontinuump. 2.
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puramente logicas, y no pueden establecerse sdiramos |0gicos; pues todas contienen
alguna referencia al pensamiento, al lenguaje, sirabolismo, que no son términos
formales sino empiricos. De modo que pueden deb®ysa una logica 0 matematica
defectuosas, sino a ideas defectuosas relativperaslamiento y al lenguaje. Si es asi, no
serian relevantes para la matematica o la l6gigars‘légica” queremos decir un sistema
simbdlico, aunque desde luego serian relevanteslpddgica en el sentido del analisis del

pensamientd’

Esta perspectiva del segundo grupo de contradiesioo es original. Por ejemplo,
Peano decidié que “Exemplo de Richard non pertih®lathematica, sed ad linguistic”,
y por tanto lo descartdé. Pero una actitud asi nooegpletamente satisfactoria. Tenemos
contradicciones involucrando tanto ideas matenmgticano linguisticas; el matematico las
descarta diciendo que la falla debe yacer en lesetos linguisticos, pero el lingtista
puede igualmente bien descartarlas por la razoestpuy las contradicciones nunca se
resolverén. La Unica solucién que se ha ofrecidodi” la de Principia Mathematica
atribuy6 definitivamente las contradicciones a oreda l6gica, y queda a los oponentes de
esta perspectiva mostrar claramente que la fdlaqae se deben estas contradicciones esta

en lo que Peano llamé linguistica (pero que yoguiréé llamar epistemologia).

[I. PRINCIPIA MATHEMATICA

En el dltimo capitulo intenté explicar las diftades a las que se enfrenta la teoria
de que las proposiciones de las mateméticas stoidgias; en este debemos discutir el
intento de solucion de estas dificultades que seferPrincipia Mathematicalntentaré
mostrar que esta solucion tiene tres importantéscties, y el resto de este ensayo estara

dedicado a exponer una teoria modificada en leegtes defectos han sido eliminados.

19 Estos dos significados de “légica” se confunden frecuencia. Realmente deberia ser claro que laguel
que dicen que la matemética es ldgica no estamdirtelo por “logica” la misma cosa que aquellos que
definen a la l6gica como el analisis y la critieh gensamiento.

2 Rivista di Mat, 8 (19086), p. 157. [El ejemplo de Richard no @eete a la matematica, sino a la lingiistica.
Nota del Traductor.]

21 Otras asf llamadas soluciones son meramente eximastecuadas para no ofrecer una solucion.
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La teoria dePrincipia Mathematicaes que cada clase o agregado (utilizo las
palabras como sindnimos) esta definida por unaidungroposicional — es decir, consiste

en los valores d& para los cuale$gx" es verdadera, dondgpx" es un simbolo que

expresa una proposicion si cualquier simbolo de aropiado es sustituido pox’: Esto

equivale a decir que cada clase tiene una propielidihitoria. Tomemos la clase

O
consistiendo em y b; ¢por qué, puede preguntarse, debe haber unaifugoi tal que
"ga"," @' son verdaderas, pero todas las dethas's son falsas? Esto se responde al

ofrecer como tal una funciérix=a.l. x=Db". Desatendamos por el momento las
dificultades relacionadas con la identidad, y a@@pls esta respuesta; nos muestra que
cualquier clase finita esta definida por una fungodoposicional construida mediante la
identidad; pero con respecto a las clases infimtas deja exactamente donde estdbamos,
esto es, sin ninguna razdén para suponer que todsi@n alefinidas por funciones
proposicionales, pues es imposible anotar una gsefilta de identidades. A esto se
responderd que una clase s6lo nos puede estaraddnilen por enumeracion de sus
miembros, en cuyo caso debe ser finita, o bierfrater una funcion proposicional que la
defina. Asi que de ningun modo podemos estar oogpeah clases o agregados infinitos,
si los hay, que no estén definidos por funcionemgsicionale$® Pero este argumento
contiene un error comun, pues supone que, debgleano podemos considerar una cosa
individualmente, no debemos ocuparnos de ella esolaid. Asi, aunque una clase
indefinible infinita no pueda ser mencionada pams&ma, no obstante esta involucrada en
cualquier declaracion comenzando con “Todas lesesfao “Hay una clase tal que”, y si
estan excluidas las clases indefinibles, se atdtexdamentalmente el significado de todas

esas declaraciones.

Que haya o no clases indefinibles es una cuestiggirica; ambas posibilidades son
perfectamente concebibles. Pero incluso si, elideshltodas las clases son definibles, con
nuestra logica no podemos identificar clases cases definibles sin destruir la aprioridad
y la necesidad, que son la esencia de la l6gica.decaso de que alguien todavia crea que
por clases queremos decir clases definibles, ykhay una clase” [queremos decir] “Hay

una clase definible”, considere la siguiente ilstin. Esta ilustracion no se refiere

22 para abreviar, llamaré “clases indefinibles” agatlases.
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exactamente a este problema, sino al correspordmoblema para dos variables — la
existencia de relaciones en extension no definipasfunciones proposicionales de dos
variables. Pero esta cuestion es tan claramentegana la otra que las respuestas a ambas

deben ser las mismas.

O O O
Considérese la proposicidx(gsmx )" (i. e., la clase definida papx tiene
O
el mismo cardinal que la definida pgrx); esto esta definido para significar que hay una

O O
relaciéon uno-uno en extensién cuyo dominioxégx) y cuyo dominio converso eq( X) .

Ahora, si por relacion en extension queremos detacion definible en extension, esto
significa que dos clases tienen el mismo cardiéll suando hay una relacion o funcion

real f(x,y) correlacionandolas término por término. Mientrae glaramente lo que quiso

decir Cantor, quien ofrecidé por primera vez estAna@dn, era meramente que las dos
clases eran tales que podrian ser correlacionatasgque deba haber una funcion
proposicional que realmente las correlaciohAsi, las clases de angeles masculinos y
femeninos pueden ser infinitas e iguales en nunt&onodo que seria posible emparejar
por completo a los angeles masculinos con los fersrsin que haya ninguna relacion
real, como el matrimonio, que los correlacione.pbaibilidad de clases indefinibles y de
relaciones en extension es una parte esencial aetitad extensional de las matematicas
modernas que enfatizamos en el capitulo |, y qaesgtida erPrincipia Mathematicaes

el primero de los tres grandes defectos de esajiraBl error se hace no por tener una
proposicion primitiva afirmando que todas las cdasen definibles, sino por ofrecer una
definicibn de clase que soélo aplica a clases di#fisj de manera que todas las
proposiciones matematicas acerca de algunas o lexlalases estdn malinterpretadas. Esta
mala interpretacion no es meramente objetableiporsena, sino que resulta especialmente
perniciosa en conexion con el axioma multiplicatigoe es una tautologia cuando es
propiamente interpretado, pero que cuando es regiietado a la manera dRincipia
Mathematicase vuelve una proposicion empirica significativaglie no hay razon para

suponer. Esto se mostrara en el capitulo V.

2 Cf. W. E. JohnsorL,ogic Part 11(1922), p. 159.
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El segundo defecto dPrincipia Mathematicaepresenta un fracaso para superar no
las dificultades que surgen por la extensionalidadlas mateméaticas (como el primer
defecto), sino aquellas que surgen por las comexties discutidas al final del capitulo 1.
Se propuso eliminar estas contradicciones con B sgillama Teoria de Tipos, que en
realidad consiste en dos partes distintas dirigr@apectivamente en contra de los dos
grupos de contradicciones. Estas dos partes fuaroficadas al haber sido ambas
deducidas, de una manera bastante descuidadaprdadipio del circulo vicioso”, pero a

mi me parece esencial considerarlas por separado.

Las contradicciones del grupo A son eliminadassefialar que una funcion
proposicional no puede tomarse significativamentea argumento, y al dividir funciones
y clases en una jerarquia de tipos de acuerdo genpssibles argumentos. Asi, la
afirmacion de que una clase es un miembro de shani®o es ni verdadera ni falsa, sino
insignificativa. Esta parte de la Teoria de Tipasparece incuestionablemente correcta, y

no la discutiré mas.

La primera parte de la teoria, pues, distinguestige funciones proposicionales por
sus argumentos; asi, hay funciones de individuossiénes de funciones de individuos,
funciones de funciones de funciones de individyassi sucesivamente. La segunda parte,
diseflada para enfrentarse al segundo grupo deadaiones, requiere mas distinciones
entre las distintas funciones que toman los misargsimentos, por ejemplo entre las
distintas funciones de individuos. La siguientelieggion de estas distinciones esta basada

en la Introduccion de la segunda ediciérPdi@cipia Mathematica

Comenzamos con proposiciones atbmicas, que yaitlarexplicadas en el capitulo
I. De éstas podemos construir, por medio dgu@gmda (p/q = no ambasp y g son
verdaderas), cualquier funcion de verdad de un rarfieito de proposiciones atomicas
como argumentos. El montaje de proposiciones ashimas son llamadas proposiciones
elementales. Al sustituir una variable por el nogntbe un individuo en una o mas de estas

ocurrencias en una proposicion elemental obtenemaduncion elemental de individuos.

O
Una funcion elementalde individuos, ‘@x”, es por tanto una cuyos valores son

proposiciones elementales, esto es, funciones ddadede un numero finito de
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proposiciones atémicas. Tales funciones fueron dttam, en la primera edicion de
Principia Mathematicafunciones predicativagdablaremos de ellas con su nuevo nombre,
y en el siguiente capitulo utilizaremos “funciordgicativa” en un sentido nuevo y original,
para el cual parece mas apropiado. En generafuagedn elemental smatrizde una o mas
variables, ya sea que éstas sean individuos osnon& cuyos valores son proposiciones

elementales. Las matrices son denotadas por ua dgexclamacion después del simbolo

O o0 ooano
funcional. Asi,"F ! (¢! z¢ ! z x y"es una matriz teniendo dos individuos y dos

funciones elementales de individuos como argumentos

O
A partir de una funcion elementalpt'x” obtenemos, como en el capitulo I, las
proposiciones (x).¢!'x” y “ ((X).¢'x", que afirman respectivamente la verdad de todos y

de al menos uno de los valores dg X”. Similarmente, a partir de una funcion elemental
. - . D D - . - -
de dos individuos ¢!(x y) obtenemos funciones de un individuo como

O O
(V)@P(x y),([OY@(% Y. Los valores de estas funciones son proposicion®@socC
(y).¢\(a y), que no son proposiciones elementales; por lotdas propias funciones no

son funciones elementales. Tales funciones, cuybsres resultan de generalizar una

matriz todos cuyos valores son individuos, son ddas funciones de primer orden, y se
. O
escribeng x.
Supdngase qua es una constante. Entonceg!d” denotara para los diversos
valores deg todas las diversas proposiciones elementalessdgulza es un constituyente.

Podemos asi formar las proposicion@d.g'a, (Og).¢!a afirmando respectivamente la

verdad todas, y de al menos una del anterior nmt@jproposiciones. De manera mas

O 0
general podemos afirmar, al escrilf@g).F (¢ 2), (Og). Fi(¢ 2, la verdad de todos y de al
O
menos uno de los valores #(¢ 2 . Claramente tales proposiciones no son elementales

O
de modo que una funcion conf{@).F (¢ z ¥ no es una funcion elemental geSe dice

qgue una funcion tal involucrando la totalidad deciones elementales es del segundo
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orden y se escribeggx. Al adoptar la nueva variablgg “obtendremos otras nuevas

funciones

@)@z %, On). 1,2 3,

O
que otra vez no estan entre valores pagx (donde ¢ es el argumento), porque la
O
totalidad de valores deg z, que ahora esta involucrada, es distinta de klidad de

O
valores deg¢!z, que estuvo involucrada anteriormente. No impgué tanto podamos
alargar el significado dep, una funciéon de en la que ocurrgg como variable aparente

tiene un significado correspondientemente alargdeonodo que, sin importar codmo pueda

O O
definirse ag, (¢).f (pz, X y (O¢p).f (pz X nunca pueden ser valores pawa. Intentar

hacer que lo sean es como intentar atrapar la sod#muno. Es imposible obtener una

variable que abarque entre sus valores a tod@®sisles funciones de individuo&.

Por el modo en el que se usa esta distincion deidoes en érdenes de los que
ninguna totalidad es posible para eludir las caditcgones del grupo B, que se muestra
resultan de las ambigiedades del lenguaje conatespeesta distincion, puede hacerse
referencia aPrincipia Mathematic&® Aqui puede resultar suficiente aplicar el método a
una contradiccion no ofrecida en ese trabajo qtée gerticularmente libre de elementos
irrelevantes: me refiero a la contradiccion de Wegferente a lo “heterologisci®, que
ahora debemos explicar. Algunos adjetivos tiengnifstados que son predicados de la
propia palabra adjetiva; asi, la palabra “cortateda, pero la palabra “larga” no es larga.
Llamemos autolégicos a los adjetivos cuyos sigaifacs son predicados de ellos, como
“corta”; a los otros llamémoslos heterolégicos. h,es “heteroldgico” heteroldgico? Si
lo es, su significado no es un predicado de étjesr, no es heteroldgico. Pero si no es
heteroldgico, su significado es un predicado dey @pr tanto es heterolégico. Asi que

tenemos una completa contradiccion.

4 principia Mathematical, 22 ed., (1925), p. XXxiv.
% principia Mathematical, 12 ed., (1910), p. 117.
28 \Weyl, Das Kontinuump. 2.
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De acuerdo con los principios d&incipia Mathematica esta contradiccion se

resolveria como sigue. Una palabra adjetiva esrda@o para una funcion proposicional,

| O
p. ej.,"¢' paragx. SeaR la relacion de significado entrgy' y @x. Entonces W es

O
heterologico” es (Ogy).WR(@ X.~ gw”. En esto, como hemos visto, la variable aparente

debe tener un rango definido de valores (por ejep®gllrango de funciones elementales)

a
del que Fx =.(0g) : xR@X).~ ¢x no puede ser un miembro. Asi que “heterol6gic6Fo

no es en si mismo un adjetivo en el sentido enuel 'gg' lo es. No tenemos que

a
(Op).'F 'R(pXx) porgue el significado deF” no es una funcion incluida en el rango de
"¢'. Asi que cuando lo heterolégico y lo autolégicaamstiefinidos sin ambigiedades,

“heterolégico” no es un adjetivo en el sentido emstion, y no es ni heteroldgico ni

autolégico, y no hay ninguna contradiccion.

Asi, esta teoria de una jerarquia de oOrdenes mgofies de individuos elude las
contradicciones; pero nos deja con una dificultadi ggual de seria, porque invalida
muchos argumentos matematicos importantes quegrapantener exactamente la misma
falacia que las contradicciones. En la primeraiédidePrincipia Mathematicase propuso
justificar estos argumentos con un axioma espeelalaxioma de reducibilidad, que
afirmaba que para cada funcién no elemental hayfumzén elemental equivalertéNo
hay razon para suponer que este axioma es vergdadsido fuese, esto seria un feliz
accidente y no una necesidad loégica, pues no estautalogia. Esto se mostrara
afirmativamente en el capitulo V; por ahora seufecente con sefialar que no parece ser
una tautologia y que no hay razén para suponeloggea. Tal axioma no tiene lugar en las
matematicas, y cualquier cosa que no pueda probarsdilizarlo no puede considerarse

como probada en absoluto.

Quiza vale la pena hacer notar, entre parént@sigunto que a veces se omite. ¢ Por
qgué, puede preguntarse, el axioma de reducibilitadeproduce las contradicciones que

eludié la distincion entre funciones elementaledrgs funciones? Porque afirma que para

%" Dos funciones son llamadas equivalentes cuandmlssios argumentos las hacen ambas verdaderas o
ambas falsas. (En alemamfangsgleich
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cualquier funcion no elemental hay una funcion eletal equivalente, y asi parece
perderse lo que se gand al hacer la distinciore, st obstante, no es el caso, debido a la
naturaleza peculiar de las contradicciones en idmegpues, como se sefialé arriba, este
segundo conjunto de contradicciones no son purangrdtematicas, sino que todas
involucran las ideas de pensamiento o significao,conexién con las cuales no son
intercambiables funciones equivalentes (en el derdie “equivalente” explicado antes);
por ejemplo, una puede entenderse con una cidghrpad simbolo, pero no la otra, y una
puede ser definible, y no la offaPor otro lado, cualquier contradiccién puramente
matematica que surgiera de confundir funciones a&iaes y no elementales seria
reinstalada por el axioma de reducibilidad, deb&édda naturaleza extensional de las
matematicas, en donde si son intercambiables fuesicequivalentes. Pero ninguna
contradiccién asi ha mostrado surgir, de modo tjagiema de reducibilidad no parece ser
autocontradictorio. Estas consideraciones claragnpaben de relieve la peculiaridad de
este segundo grupo de contradicciones, y hacervitoagaas probable que tengan una
solucion psicoldgica o epistemoldgica y no unadoélupuramente légica o matemética; de

tal manera que hay algo mal con la exposicién sieht® ofrecida eRrincipia.

Los principales métodos matematicos que pareceuerg del axioma de
reducibilidad son la inducciébn matemética y la 8@ctcdedekindiana, respectivamente los
fundamentos esenciales de la aritmética y del sigalEl Sr. Russell ha conseguido
prescindir del axioma en el primer c&8@ero no tiene esperanza de un éxito similar en el

segundo. Asi, la seccion dedekindiana se deja eaommétodo esencialmente defectuoso,

2 E| Dr. L. Chwistek parece haber pasado por alte panto de que, si una funcién es definible, kign
elemental equivalente no necesita también seridkfien términos de simbolos dados. En su artituier

die Antinomien der Prinzipien der Mathematik” Btath. Zeitschrift 14, (1922), pp. 236-243, denota ¢8n
una relacion muchos-uno entre los ndmeros natusalles clases definidas por funciones definibles en

O
términos de ciertos simbolos. Al sg#Z una funcion no elemental de este tipo, concluyedgbe haber um

O O
tal quenS 4@ 2. Esto, sin embargo, es una falacia, porque panidéh NS Z@ 2 significa
O

(Op):@!x= ,pox. nSY! 1,

y como{/!Z no es necesariamente definible en términos dsiiobolos dados, no hay razén para que haya

unn asi.
29 véasePrincipia Mathematical, 22 ed., (1925), Apéndice B.
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como a menudo ha enfatizado W& el anlisis ordinario se desmorona en polvo. Que
éstas sean sus consecuencias es el segundo dafdatteoria d€rincipia Mathematica

y, en mi opinion, una prueba absolutamente condu$e que hay algo mal. Pues como no
puedo aceptar el axioma de reducibilidad ni reahakanalisis ordinario, no puedo creer

en una teoria que no me ofrezca una tercera pdsitbil

El tercer defecto serio dPrincipia Mathematicaes el tratamiento de la identidad.
Habria de explicarse que lo que se entiende efidddnnumeérica, identidad en el sentido
de contar como uno, no como dos. De esto se dfiesiguiente definicion:

'x=y.=(¢) @' x 0 .¢ y:Df. 3
Esto es, dos cosas son idénticas si tienen todgwxspiedades elementales en comun.

En Principia se afirma que esta definicion depende del axiomaedacibilidad,
porque, aparte de este axioma, dos cosas podranttalas sus propiedades elementales
en comun pero aun discrepar con respecto a fursideeanayor orden, en cuyo caso no
podrian considerarse como numéricamente idérficasunque, como veremos, la
definicibn ha de rechazarse por otras razones,re@ que dependa de esta manera del
axioma de reducibilidad. Pues aunque rechazar ielmax de reducibilidad destruye la
prueba general obvia de que dos cosas concordanmdoespecto a todas las funciones
elementales concuerdan también con respecto a leslatras funciones, creo que esto aun
se seguiria y probablemente podria probarse emuaalcaso particular. Por ejemplo,

tomemos funciones tipicas del segundo orden

@.F APz, (O9). A 2 %
Entonces, si tenemos (@) :@x =@y (x=Y), se sigue que

O O O
(@: TPz R.=. (@ z Y, porquef!(¢z X es una funcion elemental deDe aqui que

30 véase H. WeylDas Kontinuumy “Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematikith. Zeitschrift 10
(1921), pp. 39-79.

*113.01.

%2 principia Mathematical, 12 ed. (1910), 177.
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@-F Az RN=(. Az Y

(0. (@2 = (09). f(@ 7 ¥

Por lo tanto, rechazar el axioma de reducibilidadconduce inmediatamente a rechazar la
definicion de identidad.

La objecion real a esta definicion de identidadaesiisma que la instada antes en
contra de definir clases como clases definibles: @giuna tergiversacion en que no define
el significado con el que realmente se utilizaiel®lo para la identidad. Esto puede verse
facilmente de la siguiente manera: la definicidmehautocontradictorio que dos cosas
tengan todas sus propiedades elementales en coBmpero, en realidad esto es
perfectamente posible, incluso si, de hecho, nwucade. Tomemos dos cosasy b.
Entonces no hay nada autocontradictori@éaniendo cualquier conjunto auto-consistente
de propiedades elementales, nileteniendo este conjunto, ni por tanto, obviamemnte, e
tanto a como b teniéndolos, ni por tanto ea y b teniendo todas sus propiedades
elementales en comun. Entonces, ya que esto eshdgnte posible, resulta esencial tener
un simbolismo que nos permita considerar esta pidsith y que no la excluya por

definicion.

Es inatil lanzar la objecién de que no es posiitinguir dos cosas que tienen
todas sus propiedades en comun, ya que darlestdsstiombres implicaria que tuvieron
las distintas propiedades de tener tales nombues &unque esto es perfectamente cierto —
es decir, no puedo, por la razén dada, saber diesquéera dos cosas particulares
indistinguibles — no obstante puedo perfectameiete donsiderar la posibilidad, o incluso
saber, que hay dos cosas indistinguibles sin saldes son. Por tomar una situacion
analoga: ya que en la Tierra hay mas personasaipeti@s en la cabeza de alguien, sé que
debe haber al menos dos personas con el mismo o@aerabellos, pero no sé cudles son

esas dos personas.
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Estos argumentos son reforzados por el desculione Wittgenstein de que el
signo de identidad no es un constituyente necesaria notacion logica, sino que puede
ser reemplazado por la convencion de que diferesigsos deben tener diferentes
significados. Esto se encontrara en Blactatus Logico-Philosophicusp. 139; la
convencién es ligeramente ambigua, pero puede deadefinida, y entonces resulta
factible aunque generalmente inconveniente. Pewusa si no tiene otro valor,
proporciona una prueba efectiva de que la identigadde reemplazarse por una
convencién simbolica, y por tanto no es una funcgmoposicional genuina, sino

meramente un dispositivo légico.

Concluimos, por consiguiente, que el tratamientola identidad erPrincipia
Mathematicaes una mala interpretacion de las matematicassty gomo la equivocada
definicibn de clases es particularmente desafodanan conexion con el axioma
multiplicativo, asi la equivocada definicion deidentidad es especialmente errébnea con
respecto al axioma del infinito; pues las dos psapones “Hay un numero infinito de
cosas” y “Hay un numero infinito de cosas difirienentre si con respecto a funciones

elementales” son, como veremos en el capitulo Wemadamente distintas.
[ll. FUNCIONESPREDICATIVAS

En este capitulo consideraremos la segunda deea®bjeciones que en el Ultimo
capitulo hicimos a la teoria de los fundamentosadematematicas ofrecida @&mnincipia
Mathematica Esta objecidn, que quiza es la méas seria dedasftie dirigida en contra de
la Teoria de Tipos, que parecia involucrar o beemdeptacion del ilegitimo axioma de
reducibilidad o bien el rechazo de un tipo tan Amdntal de argumento matematico como
lo es la seccion de Dedekind. Vimos que esta difiduprocedia de la segunda de las dos
partes en las que fue dividida la teoria, a samprella parte relativa a los distintos rangos
de funciones de argumentos dados, p. €j., losithayg; y debemos considerar si esta parte
de la Teoria de Tipos no puede enmendarse paradsala dificultad. Veremos que esto
puede hacerse de una manera simple y directa, gjuma consecuencia natural de las

teorias logicas del Sr. Wittgenstein.
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Comenzaremos desde cero con una parte de su dedda proposiciones, sobre la
cual ya dijimos algo en el primer capitulo. Ahi asnque él explica las proposiciones en
general con referencia a proposiciones atomicata paoposicion expresando acuerdo y
desacuerdo con posibilidades de verdad de propaosgiatomicas. También vimos que
podiamos construir muchos simbolos distintos, ted@sesando acuerdo y desacuerdo con

los mismos conjuntos de posibilidades. Por ejemplo,
‘pUqg, ~p0g, ' ~p.~q,'~ql.~p’
son un conjunto asi, todos concordando con laptsbilidades
‘P, ~pag, ~p~q

pero discordando corp.~ q'. Se dice que dos simbolos de este tipo, que expeesierdo

y desacuerdo con los mismos conjuntos de posidéslason instancias de la misma

proposicion. Son instancias de ella justo comoddds “el” en una pagina son instancias

de la palabra “el”. Pero mientras que los “el” smstancias de la misma palabra a cuenta de
su similitud fisica, distintos simbolos son instasale la misma proposicién porque tienen

el mismo sentido, es decir, expresan acuerdo comiemos conjuntos de posibilidades.

Cuando hablemos de proposiciones generalmenteeguesrdecir los tipos de los cuales

los simbolos individuales son instancias, e inehlabs tipos de los cuales puede que no
haya instancias. Esto es inevitable, ya que no rpodeocuparnos de si alguien ha

realmente simbolizado o afirmado una proposicibndepemos considerar todas las

proposiciones en el sentido de todas las afirmasi@osibles, ya sea que hayan o no sido
afirmadas.

Cualquier proposicion expresa acuerdo Yy desacuen conjuntos
complementarios de posibilidades de verdad de giopoes atomicas; a la inversa, dado
cualquier conjunto de estas posibilidades de verdada l6gicamente posible expresar
acuerdo con ellas y desacuerdo con todas las gtedgonjunto de posibilidades de verdad
determina, por tanto, una proposicion. Esta prajpwsipuede resultar extremadamente
dificil de expresar en la préactica por la pobregandestro lenguaje, pues carecemos tanto
de nombres para muchos objetos como de métodohaeea expresiones involucrando un

namero infinito de proposiciones atomicas, exceptaasos relativamente simples como

32



"(X).¢x", que involucra al conjunto (probablemente) inéinile (en ciertos casos)
proposiciones atomicasga”," ¢gid', etc. Sin embargo, debemos considerar proposiciones
gue nuestro lenguaje es inadecuado para expresdi.xEgx" afirmamos la verdad de
todas las proposiciones posibles que serian deraaf" gx", ya sea que tengamos 0 no

nombres para todos los valores>dd_as proposiciones generales obviamente deben ser

entendidas como aplicando a todo, no meramentgogptara lo que tengamos un nombre.

Llegamos ahora a un punto de la mayor importaegiaonexion con la Teoria de
Tipos. En el dltimo capitulo explicamos que se taudecir con una proposicion elemental,
a saber, una construida explicitamente como unaidnnde verdad de proposiciones
atomicas. Ahora tenemos que ver que, en la teerid/ittgenstein, “elemental” no es en
absoluto un adjetivo del tipo-proposicion [propasittype], sino Unicamente de sus
instancias. Pues un simbolo proposicional elemepntaino no elemental podrian ser

instancias de la misma proposicion. Asi, supongpge se hizo una lista de todos los

individuos como 4&’, “b",..., “Z’. Entonces, si 40;.( fuese una funcidon elemental,
"ga.gh...@z" seria una proposicion elemental, p&m).gx" [seria] no elemental; pero éstas
expresarian acuerdo y desacuerdo con las mismé#sligdasles y por tanto serian la misma
proposicion. O tdbmese un ejemplo que realmenteipadurrir," ga" y "@a: (CX).pX"', que
son la misma proposicion porqugXx).gx no afiade nada @a. Pero la primera es

elemental mientras que la segunda es no elemental.

De aqui que algunas instancias de una propospiédan ser elementales y otras
puedan ser no elementales, de manera tal que loeetal no es realmente una
caracteristica de la proposicion, sino de su madexgresion. “Proposicion elemental” es
como “palabra hablada”; justo como la misma palgiuade ser tanto hablada como
escrita, asi la misma proposicion puede ser tarpresada elementalmente como no
elementalmente.

Una vez hechas estas explicaciones preliminarssnpas a una teoria de funciones

proposicionales. Por una funcidén proposicional méviduos queremos decir un simbolo

0O0aG0o
de la forma" f(x y, z...)" que es tal que, si en él fuesen sustituidos loabnes de
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m} O m}
cualesquiera individuos pdiX'," ¥," z,..., el resultado siempre seria una proposicion. Esta

definicibn necesita ser complementada con la exqlien de que dos simbolos asi son
considerados como la misma funcién cuando la sggiit del mismo conjunto de nombres
en uno y en otro siempre da la misma proposici@i, &i" f(a,b,9"," d a b ¢" son la

O oo 0o oo
misma proposicion para cualquier conjuntoald, ¢, "f(x, y,2" vy "g(x Y, 2" son la

misma funcién, incluso si tienen un aspecto mugrds

O
Una funciér® “ gx” nos da, para cada individuo, una proposicién lesegtido de

un tipo-proposicion (que puede no tener instangiasgs podemos no haber dado un
nombre al individuo). Asi que la funcion retne wmjanto de proposiciones cuya suma y

producto légicos afirmamos al escribir, respectigata, "([X).gx","(X.¢X'. Este
o 0o
procedimiento puede ser extendido al caso de vaasasbles. Considéres&yx, y)";
O
désele & cualquier valor constantg, y "¢g(x,7)" da una proposicion cuando cualquier

O
nombre individual es sustituido par, y es por tanto una funcion de una variable désde

cual podemos formar las proposiciones

(0. m)" " (9. x7)".

O
Después considéresélx).¢x, y)"; esto, como hemos visto, da una proposicion cuando
cualquier nombre (e. g.,//7) es sustituido pory’, y es por tanto una funcién de una

variable desde la cual podemos formar las proposesi
() ().0(x ) Y (y) : (EX.9(% V).

Como hasta ahora no ha habido ninguna dificultatentaremos tratar a las
funciones de funciones de exactamente la mismanaaue hemos tratado a las funciones

de individuos. Tomemos, en aras de la simplicidad, funcién de una variable que es una

oo
funcion de individuos. Esta seria un simbolo ddotma " f(@x)", que se vuelve una

33 A menos que se indique lo contrario, por “funciéi®mpre entenderemos funcién proposicional.
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oo O
proposicion segun la sustitucion papx' de cualquier funcion de un individudf (gx)"
reline entonces un conjunto de proposiciones, caagara cada funcion de un individuo,
desde donde expresamos la suma y el producto l&gicescribir, respectivamente,

O O
(09 1 (@™ "(9. f(gR".
Pero esta exposicion padece de una desaforturaeedad en cuanto al rango de

O O
funcionesgx dando los valores dé (¢x) desde donde expresamos la suma o el producto

l6gico. A este respecto hay una diferencia impdetaentre funciones de funciones y
funciones de individuos que vale la pena examimdallhdamente. En realidad, parece
claro que las expresiones “funcion de funciones*fyncion de individuos” no son
estrictamente analogas; pues, mientras que lagoheg son simbolos, los individuos son
objetos, de tal modo que para obtener una expresidioga a “funcién de funciones”
tendriamos que decir “funciébn de nombres de indivsd. Por otra parte, no parece haber
ninguna manera sencilla de alterar “funcion de ifumes” como para hacerla analoga a
“funcion de individuos”, y es justamente esto I@ queasiona el problema. Pues el rango de
valores de una funcién de individuos esté defiaitiente fijado por el rango de individuos,
una totalidad objetiva de la que no se puede esd@peo el rango de argumentos para una
funcion de funciones es un rango de simbolos, tddessimbolos que se vuelven
proposiciones al insertar en ellos el nombre dadividuo. Y este rango de simbolos, real
0 posible, no esta objetivamente fijado, sino gepedde de nuestros métodos para

construirlos, y requiere una definicion mas precisa

Esta definicion puede ofrecerse de dos maneraspqgeaden distinguirse como el
método subjetivo y el objetivo. El método subjetfves el adoptado erincipia
Mathematica consiste en definir el rango de funciones contasoaquellas que podrian
construirse de cierto modo, en la primera instaporael mero uso del signo “/”. Ya hemos
visto como conduce al punto muerto del axioma diigibilidad. Yo, por el otro lado,
adoptaré el completamente original método objetywe nos conducird a una teoria
satisfactoria en la que no se requiere tal axiofse meéetodo consiste en tratar a las

funciones de funciones, tanto como sea posiblemigio modo que a las funciones de

34 No quiero insistir en este término; Gnicamentetliizo porque no puedo encontrar uno mejor.
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m}
individuos. Los signos que pueden sustituirse cangomentos enx”, una funcion de

individuos, estan determinados por sus significadieben ser nombres de individuos.

Similarmente propongo determinar los simbolos quedpn sustituirse como argumentos

oo
en “f(@x)” no por el modo de su construccion, sino por sgeifcados. Esto es mas
dificil, porque las funciones no significan objetodividuales como lo hacen los nombres,
sino que tienen significado de una manera mas ¢oadal derivada de los significados de

las proposiciones que son sus valores. En el foeldproblema es fijar como valores de

f(q»D() algun conjunto definido de proposiciones de mode godamos expresar su
producto y suma légica. ERrincipia Mathematicaestan determinadas como todas las
proposiciones que puedan ser construidas de uto cirevdo. Mi método, por otro lado,
consiste en desatender como podriamos constryireasdeterminarlas por una descripcion
de sus sentidos o importancias; y al hacerlo gpa@damos incluir en el conjunto
proposiciones que no tenemos modo de construtg feno en el rango de valores ge
incluimos proposiciones que no podemos expresada@bla ausencia de nombres para los

individuos involucrados.

Debemos comenzar la descripcion del nuevo métanola definicion de una
funcion atomica de individuos como el resultadaekmplazar por variables cualesquiera
de los nombres de individuos en una proposiciomia expresada solo mediante el uso
de nombres; si un nombre ocurre mas de una vez groposicion, puede ser reemplazado
por las mismas o por distintas variables, o degglcen sus distintas ocurrencias. Asi, los

valores de una funcién atomica de individuos sap@siciones atomicas.

Después extendemos a funciones proposicionalegiedade una funcién de verdad
de proposiciones. (Al principio, desde luego, lascfones a las que la extendemos solo son

atomicas, pero la extension también funciona erergénde modo que la estableceré en

0O 0O
general.) Supongase que tenemos las funcigifesy), g (x, y),etc.; entonces al decir que
oo
una funciéng(x, y) es una cierta funcion de verdad (por ejemploulaasliogica) de las

00 00
funcionesg(x, ), (X y),etc., y las proposiciongs g, etc., queremos decir que cualquier
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valor de ¢(x, y), digamosy/(a,b), es aquella funcion de verdad de los correspotetien
valores deg(x, y),@(x y), etc., i. e.,g(a,b),@(a b), etc., y las proposiciongs g, etc.

Esta definicién nos permite incluir funciones ent® argumentos de cualquier funcion de

verdad, porque siempre nos da una funcién Unicaeguesa funcion de verdad de esos

argumentos; por ejemplo, la suma Iégica@&),@(i),... esta determinada comg(x),
donde ¢(a) es la suma logica dga,@a,..., una proposicion definida para cadade
modo quey(x) es una funcion definida. [La funcion] es Unicacqua, si hubiesen dos, a
saber,¢,(X) y ¢,(X), ¢,(a) y ¢,(a) serian la misma proposicion para cagy por lo

tanto las dos funciones serian idénticas.

Podemos ahora ofrecer la definicibn mas importdatesta teoria, la [definicion] de
una funcion predicativa. No utilizo este términoetsentido dé’rincipia Mathematical?
ed., para lo que sigo al dltimo trabajo del Sr.deilsal utilizar “elemental”. La nocién de
una funcion predicativa es, en mi sentido, unarguéene lugar eRrincipia, y constituye
la divergencia esencial de los dos métodos de giogento. Unafuncion predicativade
individuos es una que es cualquier funcion de ed#aargumentos que, ya sean finitos o
infinitos en nimero, son todos o bien funcionesnitas de individuos o proposiciones.
Esto define un rango definido de funciones de iddios que es mas amplio que cualquier
rango que tenga lugar &mincipia. Depende esencialmente de la nocién de una furigon
verdad de un numero infinito de argumentos; si gaalihaber sélo un nimero finito de
argumentos, nuestras funciones predicativas seniaplemente las funciones elementales
de Principia. Admitir un nimero infinito implica que no defings el rango de funciones
como aquellas que podrian construirse de ciertaeraarsino que las determinamos
mediante una descripcion de sus significados. Harset funciones de verdad — no
explicitamente en su apariencia, sino en su sgguf — de funciones y proposiciones
atomicas. De este modo incluiremos muchas funcianes no tenemos manera de

construir, y muchas que construimos de maneras difeyentes. Asi, suponiendo que

OO
@(X, y) es una funcidn atdbmicapuna proposicion,

% Después de “proposiciones” pudimos insertar “at@sii sin estrechar el sentido de la definicién.sPue
cualquier proposicion es una funcion de verdadrdegsiciones atémicas, y una funcion de verdadrde u
funcién de verdad es otra vez una funcién de verdad
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A% y). @(x Y).0.p, (No(% )

son todas funciones predicativas. [La ultima eslipegiva porque es el producto légico de

O
las funciones atémicag(x, y) para distintos valores g¢g

Para funciones de funciones hay definiciones mégios analogas. Primero, una
funcién atémica de funciones (predicativis)e individuos y de individuos sélo puede

tener un argumento funcional, digamag, pero puede tener muchos argumentos

individualesx, y, etc., y debe ser de la form#x, y,...,a,b,...), donde &”, “b", ... son

O
nombres de individuos. En particular, una funcitomaca f (¢z) es de la formag. Una

funcion predicativa de funciones (predicativas)rdkviduos y de individuos es una que es
una funcién de verdad cuyos argumentos son todbgem proposiciones o funciones

atomicas de funciones de individuos y de individuos
O O i
p. ej.,pa. O0.¢b:0: p (una funcion dep,y ),

O O O
(X).@x, el producto légico de las funciones atémigas @b, etcétera.

Es claro que una funcién solamente ocurre en umadn predicativa mediante sus valores.
De esta manera podemos proceder a definir funcigmedicativas de funciones de

funciones, y asi hasta cualquier orden.

O oo
Ahora considérese una proposicion co(@h f (gx), donde f (px) es una funcion

predicativa de funciones. Entendemos el rango ttwesde@ como todas las funciones

O O
predicativas; i. e.(@).f (px) es el producto l6gico de las proposicioniggx) para cada

funcion predicativa, y como esto es un conjuntoiniid de proposiciones, hemos

O
adjuntado &¢).f (px) un significado definido.

% pongo “predicativas” entre paréntesis porque Efmidiones aplican igualmente bien a las funciones
predicativas que trataremos en el siguiente capitul
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O
Ahora considérese la funcion ge(¢).f (pz, X). ¢ Es ésta una funcion predicativa?

[}
Es el producto logico de las funciones proposidemdex, f(@z X) para las distintags
gue, comd es predicativa, son funciones de verdadgdey proposiciones posiblemente
variables eng pero constantes ex (por ejemplo, ga). Las gxs, ya que lasgs son

predicativas, son funciones de verdad de funciat@sicas de. Entonces las funciones

O
proposicionales de&, f(@z X) son funciones de verdad de funciones atémicag e

proposiciones. Entonces son funciones predicatiyagpor tanto su producto légico

O
(9.f (pz, xX) es predicativo. De manera mas general es claropquiegeneralizacion, sea

cual sea el tipo de la variable aparente, nuncarmod crear funciones no-predicativas;
pues la generalizacibn es una funcion de verdadsuse instancias, y, si éstas son

predicativas, asi lo es ella.

Asi, todas las funciones de individuos que ocuemRrincipia son predicativas en

nuestro sentido y estan incluidas en nuestra \arigh de modo que desaparece toda

necesidad de un axioma de reducibilidad.

Pero, se objetar4, seguramente aqui hay un civatitsso; uno no puede incluir a

O 00
Fx=(@ .f(pz X) entre lasps, porque ya presupone la totalidad degas Sin embargo,

esto no es realmente un circulo vicioso. La prap@siFa es ciertamente el producto

I6gico de las proposicione‘s(go;, a), pero expresarla asi (que es la Unica maneraauela

podemos) es meramente describirla de un cierto pumforeferencia a una totalidad de la
cual puede ella misma ser un miembro, justo conuemos referirnos a un hombre como
el mas alto en un grupo, identificandolo asi podiméle una totalidad de la cual él mismo
es un miembro, sin que haya ningun circulo vicidgo.su significado, esto es, el hecho
gue afirma ser el caso, la proposiciba no involucra la totalidad de funciones; es
simplemente nuestro simbolo el que la involucraaRamar un caso particularmente
simple: (¢).g@a es el producto I6gico de las proposiciorggs de las cuales es una; pero

esto no es mas notable ni mas vicioso que el hédehgque p.q es el producto logico del

conjunto p,q, p.g,del cual es un miembro. La Unica diferencia es gebjdo a nuestra
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incapacidad para escribir proposiciones infinitatedargas, lo que es légicamente un mero
accidente, (¢).ga no puede, comop.q, expresarse elementalmente, sino que debe
expresarse como el producto l6gico de un conjuetocdal también es un miembro. Si
tuviesemos infinitos recursos y pudiésemos exprestas las funciones atdmicas como

Y x,@,x, entonces podriamos formar todas las proposiciameses decir, todas las
funciones de verdad dg,a,¢,a,etc., y entre ellas habria una que fuese el prodagico

de todas ellas, incluyendo ella misma, justo copx® es el producto dep,q, pL g pq

Esta proposicién, que no podemos expresar directamesto es, elementalmente, la

expresamos indirectamente como el producto logectodas ellas al escriblfg).¢a" . Este

proceso es ciertamente tortuoso, pero clarament@ayoada vicioso en él.

En esto yace la gran ventaja de mi método sobde Bfincipia MathematicaEn

Principia, el rango dep es el de funciones que pueden expresarse elemental, y como

(p).f (¢ ; X) no puede expresarse asi, no puede ser un valgt;deero yo defino los
valores de@ no por cdmo pueden expresarse, Sin0 por qué epeedtidos tienen sus
valores, o mejor, por cdmo los hechos que afirmenvalores estan relacionados con sus
argumentos. Asi, incluyo funciones que no podriaexgsesar en absoluto, ya no digamos
elementalmente, sino sélo por un ser con un sisgmiadlico infinito. Y siendo realmente
predicativa cualquier funcion formada por geneaalian, ya no hay ninguna necesidad de
un axioma de reducibilidad.

Queda por mostrar que mi nocion de funciones patites no nos lleva a ninguna
contradiccion. Todas las contradicciones relevargesio sefialé antes, contienen alguna
palabra como “significa”, y mostraré que se debaima ambigiiedad esencial de tales

palabras, y no a alguna debilidad en la nocionndefuncion predicativa.

Tomemos primero la contradiccion de Weyl acercalaléheterolégico”, que

discutimos en el ultimo capitulo. Es claro que ddusion ofrecida ahi ya no nos esta

O
disponible. Pues, como antes,Rsies la relacion de significado entrg™y @x, “x es
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]
heteroldgica” es equivalente"€lg) : xR(@z). ~ ¢x", el rango dep estando aqui entendido

para ser el de funciones predicativas. Entonces

O
(0p) : xR(@2). ~ ¢x,
gue llamaré-x, es ella misma una funcion predicativa.

Asi

'E'R(E X)

() F'R@X,
y por lo tanto
FCF).=.~F(F),

gue es una contradiccion.

Se vera que la contradiccién depende esencialndenteducir(Cg) :'F 'R(wi) de
'F'R(F?(). De acuerdo cofPrincipia Mathematicaesta deduccion es ilegitima porque
F >D< no es un valor posible dp;. Pero si el rango d¢>D< es el de funciones predicativas,
esta solucion falla, porqu§>D< es ciertamente una funcion predicativa. Pero oberde
hay otra posible solucion: neg&F 'R(F?(), la premisa de la deducciohF 'R(F?()dice

O
gue 'F' significa F x. Ahora, esto es ciertamente verdadero para alginifisado de
“significa”, de modo que para defender nuestra ciégadebemos mostrar alguna

ambiguedad en el significado de significado, y dgque el sentido en el qu& ' significa

[}
F x, i. e., en el que “heteroldgico” significa hetégito, no es el sentido denotado por

“R’, i. e., el sentido que ocurre en la definicion keterolégico. Podemos mostrar

41



facilmente que esto es realmente el caso, de madbo lg contradiccion se debe
simplemente a una ambigledad en la palabra “sigwifi” y no tiene ninguna relevancia

para las matematicas.

Antes que nada, hablar de' como significandoF >D< debe parecer muy extrafio en
vista de nuestra definicion de una funcién proposal como ella misma un simbolo. Pero
la expresion es meramente eliptica. El hecho geataamos describir en estos términos es
gue hemos elegido arbitrariamente la |éfa para un cierto propoésito, de modo dée’
tendra un cierto significado (dependiente Xle Como resultado de esta eleccidr,’,
otrora no significante, se vuelve significantenéesignificado. Pero claramente es una
simplificacion imposible suponer que hay un solgetibF que significa. Su significado es

mas complicado que ese, y debe ser investigado.

Tomemos el caso mas simple, una proposicién agascrita por completdéaSh,
donde 4", “b” son nombres de individuos 8" es el hombre de una relacién. Entonces

“a’, “b’, S’ significan, de la manera mas simple, los objetegarados, b, y S. Ahora

supéngase que definimos
@x . = .aSx Def.

Entonces @” es sustituido por &S y no significa un solo objeto, sino que tiene

significado de una manera mas complicada en vad&dna relacion de tres términos tanto

[}
cona como conS. Entonces podemos decir qug™significa aS x, queriendo decir con

esto que " tiene esta relacion camy S Podemos extender esta consideracion para tratar
- .7 . . .pe U . «po
con cualquier funcion elemental, esto es, decir‘qué significa ¢! x significa que ‘@”
’ . . . . 0
esta relacionado de cierto modo con los objatbs etc., involucrados em! x.

Pero supdngase que ahora tomamos un simbolo hahcito elemental, por
ejemplo,

@gx: = :(y) .yRx Detf.
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Aqui los objetos involucrados ez;pD( incluyen todos los individuos como valoresydé/
es claro que §” no esta en absoluto relacionada con ellos deinmismodo que " lo
esta con los objetos en su significado. Porgué ésta relacionada com b, etc., al ser la
abreviatura de una expresion conteniendo nombresluestc. Pero §” es la abreviatura

de una expresion no conteniendd,““b”,..., sino conteniendo Unicamente una variable

aparente de la que éstos pueden ser valores. @at@arfy” significa lo que significa de
una manera muy distinta y mas complicada de aquellda que significa ¢!”. Por

supuesto, justo como “elemental” no es realmengeaamacteristica de la proposicion, no

O |
es realmente una caracteristica de la funcion;ters @alabrasg x y ¢!'x pueden ser la
misma funcion, porqugx siempre es la misma proposicion ggex. Entonces'g"," ¢"

tendran el mismo significado, pero lo significar&omo vimos arriba, en sentidos muy

distintos de significado. Similarmenté" , que involucra una variable aparente funcional,

significara de un modo distinto y todavia méas cécaplo?’

Por lo tanto, en la contradiccidén que estdbamssutiendo, siR’, el simbolo de la

O
relacion de significado entreg” y @x, ha de tener algun significado definidgy™solo

puede ser un simbolo de un cierto tipo significaddoun cierto modo; supongase que

O
limitamos “@” a ser una funcion elemental al tonkaa ser la relacion entrgg" y @' x.

O
Entonces'Fx" o "(0¢ : xR(@2). ~ ¢x" no es elemental, sino que es Ugg' .

Por lo tanto, F” significa no en el sentido de significado denotgoor ‘R’

O
apropiado a'¢@" s, sino en aquel apropiado"@", de modo que tenemos.'F 'R(F X),

gue, como explicamos arriba, resuelve la contrashiqeara este caso.

El punto esencial a entender es que la razérapqud

" Aqui, el rango de la variable aparente'a3" es el conjunto de funciones predicativas, no, cemo
Principia Mathematicael conjunto de funciones elementales.
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(09):'F'R(@)

puede ser verdadera solamentéFsi es una funcion elemental no es porque el rangg de

sea aquel de funciones elementales, sino porqu&mipolo no puede tendt con una

funcién a menos que él (el simbolo) sea elememgdimitacion no viene dég', sino de
"R". Las distinciones dé¢@"s,"@"s, y"@" s aplican a los simbolos y a como significan,
pero no a lo que significan. Por ello, (en estxisa¢ siempre encerrég", "g" vy "@"

en comillas.

Pero puede objetarse que esta es una soluciomphet®; pues supdngase que

tomamos pard la suma de las relaciones apropiaddsgds, "¢@"s, y "@"s. Entonces

“F”, como todavia contiene Unicamentel#,*® es todavia und@", y en este caso
O L,
debemos tener 'R(F X), lo que destruye nuestra solucion.

Pero esto no es asi porque la complejidad exta@uorada en la nuevd hace de

“F’no una"g", sino un simbolo todavia mas complicado. Puesestannuev#, para la
O O
cual 'g'R(@ ¥, ya que "@x" es de una forma tal comdlg).f(gz, x), en

O O
(0p).'"F 'R(pX) esté involucrada al menos una funcién variab{ez, X) de funciones de
individuos, pues ésta esta involucrada en la nociénuna variable"g", que esta

involucrada en la variable tomada en conjuncion cdR Pues si cualquier cosa tieRe

O O
con la funcion predicativggx, ¢x debe ser expresable o por u@" o una"g" o una

O
Por lo tanto, (Og).'F 'R(@x) implica no meramente la variable (funcion

predicativa de un individuo), sino también una afale escondidaf (funcion de una

O
funcién de un individuo y de un individuo). Entoac&x’ o "(0¢) : XR(@X). ~ ¢x" no es

% El rango de@ en U@ es aquel de funciones predicativas, incluyendaddds”@"s, "@"s,etc., de
modo que no se ve alterado por camBiar
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una "@", sino lo que podemos llamar urfgg", i. e., una funcion de individuos

involucrando una funcion variable de funcionesraividuos. (Esto, desde luego, no es la

misma cosa que unag" en el sentido dePrincipia Mathematica 22 edicion.) Por

consiguiente, F” significa de un modo méas complicado todavia nduito enR; y no

|
tenemos F 'R(F X), de modo que la contradiccién desparece otra vez.

Lo que parece claro a partir de las contradici@seque no podemos obtener una
relacion de significado totalmente inclusiva [@itiusive] para funciones proposicionales.
Sea cual sea la que tomemos, hay todavia un modondgruir un simbolo para significar
de una manera no incluida en nuestra relacionslgrsficados del significado forman una

totalidad ilegitima.

Por el proceso arriba comenzado obtenemos unayéaade proposiciones y una
jerarquia de funciones de individuos. Ambas est@athas en la jerarquia fundamental de
individuos, funciones de individuos, funciones dmdiones de individuos, etc. A una
funcion de individuos la llamaremos una funciéntige 1; a una funcién de funciones de

individuos, una funcion de tipo 2, y asi sucesivat@e

Ahora construimos como sigue la jerarquia de Biommes:
Proposiciones de orden O (elementales), no comgairinguna variable aparente.
1, conteniendo una variable aparentalividual.

Proposiciones de orden 2, conteniendo una vareideente cuyos valores son funciones

de tipo 1.

n, conteniendo una variable aparente cuyos valaredsiciones

de tipon-1.

De esta jerarquia deducimos otra jerarquia de daesi, desconsiderando sus tipos, de

acuerdo con el orden de sus valores.

Asi, funciones de orden 0 (matrices) no contierieguma variable aparente;
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1 contienen una variable aparentaimidual,

y asi sucesivamente; i. e., los valores de unadorde ordem son proposiciones de orden

n. Para esta clasificacion, los tipos de las furescson irrelevantes.

Debemos enfatizar la esencial distincion entreery tipo. El tipo de una funcion
es una caracteristica real de ella dependientesdarjumentos que pueda tomar; pero el
orden de una proposicién o funcidén no es una caiatita real, sino lo que Peano llamo
una pseudo-funcion. El orden de una proposicionoaso el numerador de una fraccion.
Justo como de X=y” no podemos deducir que el numeradorxas igual al numerador
dey, del hecho de quep® y “g” sean instancias de la misma proposicibn no podemo
deducir que el orden d@™es igual al de §". Esto se mostré arriba para el caso particular
de proposiciones elementales y no elementalesr(ésdé y>0), y obviamente vale de
manera general. El orden es s6lo una caracteridéican simbolo particular que es una

instancia de la proposicion o funcion.

Ahora mostraremos brevemente cOmo esta teorieelvesdas contradicciones
restantes del grupo B.

(a) “Estoy mintiendo”.
Esto habriamos de analizarlo como
(" p", p: Estoy diciendo "p "."p " significap~ p".

Aqui, para obtener un significado definido significa’® es necesario limitar de alguna

manera el orden dg'. Supongase que' ha de ser dail-€simo o menor orden. Entonces

al simbolizar cong, una funcion deéipo n, 'p' puede se(0g,).¢..(4,)

39 No esta de maés repetir que para las contradicsidalegrupo A mi teorfia preserva las solucionesisiat
Principia Mathematica

%0 Cuando digo *p" significap”, no supongo que haya un Gnico objptsignificado por' p'. El significado
de'p' es que se realiza una de un cierto conjunto dbifidades, y este significado resulta de las rielaes

de significado [meaning-relations] de los signgsasados ed p' con los objetos reales de los que trata. Son
estas relaciones de significado las que varfaretorden de' p'. Y el orden d€ p' estéa limitado no porque

p en ([p) esté limitado, sino por “significa”, que varia égnificado con el orden dep".
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Por lo tanto,[T p' involucra Og,,, y “Estoy mintiendo” en el sentido de “Estoy

afirmando una proposicion falsa de ordeh es al menos de ordem+1l y no se

autocontradice.
(b) (1) ElI menor entero no nombrable con menos derdieve silabas.
(2) El menor ordinal indefinible.
(3) La paradoja de Richard.

Todas estas [contradicciones] resultan de la covibigtiedad de “nombrar” y “definir”. El
nombre o la definicibn es en cada caso un simhgaigidnal que es sélo un nombre o
definicion por significar algo. El sentido en elegsignifica debe precisarse al fijar su
orden; el nombre o la definicion involucrando totlas nombres o definiciones asi sera de
un orden mayor, y esto elimina la contradiccions Bbluciones a estas contradicciones son
obviamente muy similares a las de Whitehead y Rugseiendo la diferencia entre ellas
meramente en nuestras distintas concepciones dksh ole proposiciones y funciones. Para
mi, las proposiciones en si mismas no tienen 6gjessdamente son distintas funciones de
verdad de proposiciones atémicas — una totalidéidide, dependiendo Unicamente de qué
proposiciones atémica haya. Los 6rdenes y lasidat##s ilegitimas solamente entran con
los simbolos que utilizamos para simbolizar los hbec de maneras variadamente

complicadas.

Para resumir: en este capitulo he definido unaategfunciones predicativas que
elude la contradiccidon y nos permite olvidarnosal@dma de reducibilidad. Y he ofrecido
una soluciéon a las contradicciones del grupo B dpsransa sobre y explica el hecho de

gue todas contienen algun elemento epistémico.
IV. FUNCIONESPROPOSICIONALES ENEXTENSION

Antes de seguir, echemos un vistazo y veamos ddea®s llegado. Hemos visto
que la introduccion de la nocion de una funciérdjmegiva nos ha proporcionado un rango
para ¢ que nos permite prescindir del axioma de redudddl. Por lo tanto, elimina el
segundo y mas importante defecto de la teori&@ritgcipia Mathematica pero, ¢como
estamos ahora con respecto a las otras dos dhfilgd; la dificultad de incluir todas las
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clases y relaciones en extension y no meramentelasbles, y la dificultad relacionada
con la identidad?

Nos podemos deshacer de la dificultad acerca ddefgtidad a costa de un gran
inconveniente, al adoptar la convencion de Witttg@nsque nos permite eliminar “=" de
cualquier proposicion en la que ocurra. Pero essopone en una posicion desesperada con
respecto a las clases, porque, habiendo elimir@tpdr completo, ya no podemos utilizar

x=1y como una funcién proposicional al definir clasedtds. De modo que las Unicas

clases con las que ahora podemos tratar son agjdefiaidas por funciones predicativas.

Aqui puede resultar util repetir la definicion dma funcion predicativa de
individuos; es cualquier funcion de verdad de fanes atdbmicas y proposiciones atomicas.
Llamamos “predicativas” a tales funciones porqueesponden, tanto como una nocion

precisa puede [corresponder] a una [nocion] vada,idea de quega predica la misma
cosa dea que ¢gb predica dé. Incluyen todas las funciones proposicionalesapgren en

Principia Mathematicaincluyendo la identidad como esta definida alm. &nbargo, es

obvio que no debemos definir la identidad de estdaxtomo acuerdo con respecto a todas
las funciones predicativas, porque dos cosas pueldeamente acordar con respecto a
todas las funciones atomicas y por tanto con rés@etodas las funciones predicativas, y

empero son dos cosas y no, como implicaria laid&fmde identidad propuesta, una cosa.

Consecuentemente, nuestra teoria es tan inadecoadaPrincipia Mathematica
para proporcionar una logica extensional; de heshiigchazamos esta falsa definicion de
identidad, no podemos incluir, entre las clases tgatamos, ni siquiera todas las clases
enumeradas finitas. Entonces las matematicas deewuenposibles porque no podemos
estar seguros de que haya alguna clase definidanaofuncion predicativa cuyo nimero
sea dos; pues todas las cosas pueden caer ers tgaglaoncuerden en cada aspecto, en
CUyo caso en nuestro sistema no habria ningunassclaidad y ningunas clases de dos
miembros.

Si habremos de preservar la forma ordinaria denlatkematicas, parece que debe
hacerse alguna extension en la nocién de una furgrdposicional, para asi considerar

también otras clases. Tal extension es deseabletfs motivos, porque puede mostrarse
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gue muchas cosas que naturalmente serian consideraho funciones proposicionales no
son funciones predicativas.

Por ejemplo

O
F(x, y) =Algo mas que ey satisfacepz.

(Aqui, desde luego, “mas que” debe tomare estnetde, y no en el sentido de
Principia Mathematicale “distinguible de”.)

Esto no es una funcién predicativa, pero esta cestp por partes de dos funciones
predicativas:

(1) Parax# y
F(x,y) esgx@y:[: NC Dz(goz)z 3.

O
ex.~@y.Ogpy.~pxIl: NczZ(p3=2:.
~@gx.~@yJ:Nc'2p 2= 1.
Esto es una funcion predicativa porque es unadante verdad dexx, gy y la proposicion

O
constanteNc' @2 =1, 2,3, que no involucran & y.

(2) Parax=y
F(x, X) esqo(x).D.Nc'Dz(qaz)z 2:

O
~@x.00 Nc'zp2=1,
gue es una funcion predicativa.

PeroF (x, y) no es en si misma una funcion predicativa; qustd es mas dificil de

ver. Pero es facil ver que todas las funcionesstietgo no pueden ser predicativas, porque
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si lo fuesen podriamos encontrar una funcion patidie satisfecha por cualquier individuo

dadoa solo, lo que claramente no podemos hacer en denera
7 . 7 D
Pues supdngasa (si no, tomese f x).

a= X,
L =a-(a).

Sean

Entoncesgx =“No hay nada que satisfabe exceptox, y miembros deg” aplica aa y

solamente a. Asi que tales funciones no siempre pueden sdigativas.

Justo comoF (x, y) arriba, asi tambiéfix = y' estd compuesta por dos funciones

predicativas:

(1) Parax# y

"x=y"' puede tomarse para se(ly).gx.~ex:(Op)ey.~@y, i. €., una

contradiccion.

(2) Parax=y

"x = y" puede tomarse para 9@) :.gx.[0. ~@x .@y.00. ~@y, i. €., una tautologia.
Pero"x=y" no es en si misma predicativa.

Parece, pues, que necesitamos introducir funciprogsosicionales no predicativas.
¢,Como puede hacerse esto? La unica forma praeticabl hacerlo tan radical y
drasticamente como sea posible; abandonar por etorgl nociéon de quea dice sobrea
lo que ¢b dice sobreb; tratar las funciones proposicionales como funesomatematicas,
esto es, extenderlas por completo. En efecto, as djue, al estar las funciones
matematicas derivadas de [funciones] proposicienalEbtendremos una exposicion
adecuadamente extensional de las primeras solmmertuna perspectiva completamente
extensional de las ultimas.
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Asi que, ademas del concepto previamente defihedona funcion predicativa, que
todavia requeriremos para ciertos propositos, medis, 0 mejor explicamos, pues en
nuestro sistema debe tomarse como indefinible, udvan concepto de una funcién
proposicional en extension. Tal funcion de un ifdlio resulta de cualquier relacion uno-
muchos en extension entre proposiciones e indigidesto es, una correlacion, practicable
o impracticable, que asocia con cada individuo wmaa proposicion, el individuo siendo

el argumento para la funcion, la proposicion sowal

Asi, gp(Socrates) puede ser la Reina Ana esta muerta,

@(Platon) puede ser Einstein es un gran hombre;

m}
@x siendo simplemente una asociacion arbitraria dpgsicionespx con individuosx.

0
Una funcion en extension se marcara con un selfisi: ¢ X.

Entonces podemos hablar de la totalidad de talasidnes como el rango de

valores de una variable aparegte
Considérese ahor@) . @.x = @.y.

Esto afirma que en cualquier correlacion asi lapps@ion correlacionada cox es

equivalente a aquella correlacionada gon

Si x =y, esto es una tautologia (es el producto logiceatteres dep = p).

Pero six # y, es una contradiccion. Pues en una de las caoeéscalgung estara

asociada cor, y ~p cony.

O
Entonces, para esta correlacifx, f,x esp, f,y es 9, de modo quef x= f,y es

auto-contradictoria ¥¢) . ¢.x = @,y es auto-contradictoria.
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Asi, @) .@x=g@y es una tautologia si= y, una contradiccion sk # y.**
Por lo tanto, puede adecuadamente tomarse codgditacion dex = y.

X =y es una funcion en extension de dos variables.afu @s tautologia cuando

eytienen el mismo valor, contradiccion cuanglg tienen distintos valores.

Ahora tenemos que defender este sugerido ranfiand®nes para una variablg

en contra de los cargos de que es ilegitimo y llevantradicciones. Es legitimo porque es
una notacion inteligible, que da un significadoimiddb a los simbolos en los que se
emplea. Y tampoco puede llevar a contradiccionesjye eludird todas las contradicciones
sugeridas justo como lo hara el rango de funcigmedicativas. Cualquier simbolo que

contenga la variabley significara de manera distinta a un simbolo quéanmntenga, y

tendremos el mismo tipo de ambigledad de “sigmfitaque en el capitulo Ill, lo que
eliminard las contradicciones. Tampoco puede restsel ninguna de las contradicciones
del primer grupo por nuestra nueva notacion, potqdavia serd imposible que una clase
sea un miembro de si misma, ya que nuestras fuegien extension estan confinadas a
tipos definidos de argumentos por definicion.

Debemos ahora tomar las dos nociones que hemiogddefunciones predicativas
y funciones en extension, y considerar cuando qoers usar una y cuando la dffa.
Primero tomemos el caso de cuando los argumentogd€ividuos: entonces hay todas las
ventajas en tomar el rango de funciones que utilimaen las matematicas para ser el de las
funciones en extension. Hemos visto como esto eosite definir satisfactoriamente la
identidad, y es obvio que no necesitaremos delnaide reducibilidad, porque cualquier
funcion proposicional obtenida por generalizacmuge cualquier forma, es una funcion en
extension. Ademas, nos dara una teoria de classfs#ria, porque cualquier clase estara
definida por una funcién en extension, por ejemphtm, la funcion que es tautologia para

cualquier miembro de la clase como argumento, perdradiccion para cualquier otro

* Por otro lado,(¢).¢x = @y (@ predicativa) es una tautologia Xi= Y, pero no una contradiccion si
XZ Y.

2 Desde luego, las funciones predicativas son tamhiéciones en extension; la cuestién es qué rango
gueremos para nuestra funcion variable.

52



argumento, y la clase nula estara definida poufeibn auto-contradictoria. Asi que la
totalidad de clases puede reducirse a la de fuesiem extension, y por tanto sera esta
totalidad la que requeriremos en las matematicagjoyla totalidad de funciones
predicativas, que corresponde no a “todas las<las®o a “todos los predicados” o “todas

las propiedades”.

Por otro lado, cuando llegamos a funciones deidmes la situacion es muy
distinta. No parece tener sentido el consideramanextepto funciones predicativas de
funciones; ya no aplican las razones para introdfusiciones en extension. Pues no
necesitamos definir la identidad entre funcione®) sélo la identidad entre clases, que se
reduce a equivalencia entre funciones, que se eléficilmente. Ni tampoco queremos
considerar clases de funciones, sino clases descla®e lo que también es posible un
tratamiento mas simple. Asi que, en el caso deidoes de funciones, nos confinamos a

tales mientras sean predicativas.

Recordemos la definicion de una funcion predieatie funciones; es una funcion

de verdad de sus valores y proposiciones consténfexias las funciones de funciones

O
gue ocurren eRrincipia son de este tipo, pero “Créa).ox” como una funcion depx no

lo es. Las funciones predicativas de funcionesest@nsionales en el sentido lencipia,

oo
esto es, si el rango die(gx) es aquel de funciones predicativas de funciones,

ox=, X0 (@9 = W 3.

3 Son, creo, las funciones predicativas de funcidagsjue el Sr. Russell, en la Introduccién a Gueda
edicién dePrincipia, intenta describir como funciones en las que setdementran funciones por medio de

] ]
sus valores. Pero esto es claramente una descripsidficiente, porquagX solo entra enF (¢X) =“Creo

@a” por medio de su valogh, pero esto ciertamente no es una funcion deldigoificado, porque no es

extensional. Creo que el punto sélo puede expbcarsntroducir, como he hecho, la nocién de umeifin

de verdad. Sostener, como lo hace el Sr. Russedltadas las funciones de funciones son predicatga
embarcarse en una inutil disputa verbal, debidm anbigiiedad del vago término “funciones de furestn
gue puede utilizarse para significar solo aqudliasciones] que sean predicativas o también pachiiin

O
algunas comd= (@X) de arriba.
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O
Esto es porquef (g x) es una funcion de verdad de los valores ge que son
0
equivalentes a los correspondientes valoreg/ g de modo quef (¢ x) es equivalente a
O
f(@.%).

Si asumiéramos esto tendriamos una teoria desalasye simple, ya que no habria

0 O
necesidad de distinguix(¢x) de ¢ x. Pero aunque es una tautologia, claramente no hay

manera de probarla, asi que tendriamos que toroame una proposicion primitiva. Si
gueremos evitar esto, solo tenemos que manterteolia de clases ofrecida EBnincipia
basada en “la funcion extensional derivada”. Elgoarde funciones predicativas de
funciones es adecuado para tratar con clases slesgerque, aunque como hemos visto
puede haber clases de individuos que solo puedenrsie por funciones en extension, no
obstante cualquier clase de clases puede defiminsana funcion predicativa, a saber, por
f(a), donde

F(@X) =3, (0X=,0 X,

O
i. e., la suma logica dgx =, ¢ x para todas las funciongs x que definen los miembros

de la clase de clases. Desde luego, si la clastases es infinita, esta expresion no puede
escribirse. Pero, no obstante, habra la suma |@gicastas funciones, aunque no podamos

expresarld’

Asi que para obtener una teoria de clases comgétamos tomar el rango de
funciones de individuos para ser el de funciones»ansion; pero el rango de funciones
de funciones para ser el de funciones predicatiiastilizar estas variables obtenemos el
sistema dé°rincipia Mathematicasimplificado por la omision del axioma de redildad
y unas cuantas alteraciones correspondientes. Foemte esta casi inalterado; pero su

significado ha cambiado considerablemente. Y asqrxar asi la forma al tiempo que se

* Una suma légica no es como una suma algebrait@;usénimero finito de términos pueden tener una
suma algebraica, porque una “suma infinita” esnmeate un limite. Pero la suma légica de un conjaieto
proposiciones es la proposicion de que éstas ndosias falsas, y existe ya sea que el conjuntdisiéa o
infinito.
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modifica la interpretacion, estoy siguiendo a langrescuela de loégicos matematicos
quienes, en virtud de una serie de asombrosasiaefies, han salvado a las matematicas
de los escépticos, y han proporcionado una rigetaodtracion de sus proposiciones.
Solamente asi podemos preservar las matematidasadenaza bolchevique de Brouwer y
Weyl.

V. LOSAXIOMAS

En los ultimos dos capitulos he mostrado codmo démnelos tres principales
defectos dePrincipia Mathematicacomo un fundamento para las matematicas. Ahora
debemos considerar las dos dificultades importaquiesgquedan, que conciernen al axioma
del infinito y al axioma multiplicativo. La introdgion de estos dos axiomas no es tan
grave como la del axioma de reducibilidad, porguesiemismos no son asunciones tan
objetables, y porque las matematicas son amplimmémiependientes del axioma
multiplicativo y podria razonablemente suponerse rgguieren del axioma del infinito. No
obstante, debemos intentar determinar el estatgigoldde estos axiomas — si son
tautologias o proposiciones empiricas o inclusotraditciones. En esta investigacion
incluiré, por curiosidad, al axioma de reducibiidaunque, como ya prescindimos de él

realmente ya no debe preocuparnos.

Comencemos con el axioma de reducibilidad, quenafque todas las funciones de
individuos obtenidas por la generalizacion de roasrison equivalentes a funciones
elementales. Al discutirlo surgen varios casoslodecuales consideraré solamente al mas
interesante, a saber, aquel en el que los nimerowividuos y de funciones atémicas de
individuos son ambos infinitos. En este caso ebrag es una proposicion empirica, esto
es, ni una tautologia ni una contradiccion, y pmitd no puede ser ni afirmado ni negado

por la légica o las mateméticas. Esto se muestre&igue.
(@) El axioma no es una contradiccion, pero puedeereiladero.

Pues es claramente posible que deberia habeuno@r atomica definiendo cada
clase de individuos. En cuyo caso cada funcibrasegiuivalente no meramente a una

funcién elemental, sino a una atémica.
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(b) El axioma no es una tautologia, pero puede ts.fa

Pues es claramente posible que deberia habenfimdad de funciones atémicas, y
un individuoa tal que sea cual sea la funcion atomica que toraeémg otro individuo
concordando com con respecto a todas las otras funciones, peroonorespecto a la

funcion tomada. Entonce®) . p'x = gla podria no ser equivalente a cualquier funcion

elemental de.

Habiendo mostrado de este modo que el axioma digcit@lidad no es ni una
tautologia ni una contradiccion, pasemos al axiomdtiplicativo. Este afirma que, dada
cualquier clase existente de clases existentes, hay una clase teniendoaexacte un
miembro en comdn con cada miembroKleSi por “clase” queremos decir, como yo lo
hago, cualquier conjunto de cosas homogéneas emtimecesariamente definibles por
una funcién que no es meramente una funcion em&xtg el axioma multiplicativo me
parece la tautologia mas evidente. No puedo veodEsto puede estar sujeto a una duda
razonable, si no fuese porque se malinterpretés Roa el significado que tiene en
Principia, donde la clase cuya existencia se afirma debelef@mible por una funcién
proposicional del tipo que ocurre @&mincipia, se vuelve realmente dudoso y, como el

axioma de reducibilidad, ni una tautologia ni uoatradiccion. Probamos esto al mostrar
(@) No es una contradiccion.

Pues es claramente posible que cada clase (eemtnil®) debe definirse por una
funcion atébmica, de modo que, ya que esta limitadar una clase en mi sentido teniendo
un miembro en comun con cada miembrd{desto también seria una clase en el sentido

dePrincipia.
(b) No es una tautologia.

Para mostrar esto tomamos no al propio axiomaiphio#itivo, sino al teorema

equivalente de que cualesquiera dos clases soretsunables.

Considérese entonces el siguiente caso: que rantagiciones atomicas de dos o
mas variables, y solamente las siguientes funciat@sicas de una variable:
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0
Asociada con cada individwouna funcion atomicg, x tal que

O O O
Otra funcion atomicaf x tal quex( fx), x(~ fx) son ambas clases infinitas.

Entonces no hay relacion uno-uno, en el sentid@rifecipia, teniendo o bien a

O O
X( fX) o bien ax(~ fx) por dominio, y por lo tanto estas dos clases soonmensurables.

En consecuencia, el axioma multiplicativo, intetpado como esta d?rincipia, no
es una tautologia, sino l6gicamente dudoso. Par@otno yo lo interpreto, es una obvia
tautologia, y esto puede tomarse como una verdgaaal de mi teoria. Probablemente se
objetara que, si es una tautologia, deberia sexzodg ser probado, i. e., deducido de las
proposiciones primitivas mas simples que son sifteis para la deduccion del resto de las
matematicas. Pero no me parece nada improbabldayee una tautologia que pudiese
establecerse en términos finitos y cuya pruebeaefues obstante, infinitamente complicada
y por tanto imposible para nosotros. Ademas, noepud esperar probar el axioma
multiplicativo en mi sistema, porque mi sistemafesnalmente el mismo que el de
Principia, y el axioma multiplicativo obviamente no puede pmbado en el sistema de

Principia, en donde no es una tautologia.

Llegamos ahora al axioma del infinito, del cuahotez mi sistema y el d@rincipia
dan distintas interpretaciones. Hrincipia, debido a la definicion de identidad ahi
utilizada, el axioma significa que hay una infirddde individuos distinguibles, que es una
proposicion empirica; porque, incluso suponiende lg@ya una infinidad de individuos, la
I6gica no puede determinar si hay una infinidaeltles cuyos dos de ellos no tienen todas
sus propiedades en comun; pero en mi sistema, duéeafunciones en extension, el
axioma del infinito meramente afirma que hay un edminfinito de individuos. Esto
parece ser igualmente una mera cuestion de heodim @ profundo analisis de
Wittgenstein ha mostrado que esto es una ilusidryey si significa cualquier cosa, debe
ser 0 una tautologia o una contradiccion. Esto sewgho mas facil de explicar si

comenzamos no con el infinito sino con algin ninmeés pequefio.

57



Comencemos con “Hay un individuo”, o escribiéndalo simple como sea posible

en notacion logica,
"([X) . x= X"

Ahora, ¢,cudl es esta proposicion? Es la suma l@gidas tautologiag = x para todos los
valores dex, y es por tanto una tautologia. Pero suponien@onguhay individuos, y por
tanto ningunos valores aeentonces la férmula anterior es un sinsentidolatis Asi que,

si significa cualquier cosa, debe ser una tautalogi

Tomemos después “Hay al menos dos individuos” o
(I y) . X y".

Esto es la suma ldgica de las proposiciomesy, que son tautologias gie y tienen

distintos valores, contradicciones si tienen elnmais/alor. Por lo tanto, es la suma légica
de un conjunto de tautologias y contradicciongmntanto una tautologia si cualquiera del
conjunto es una tautologia, pero de otro modo ongadiccion. Es decir, es una tautologia
si X ey pueden tomar distintos valores (i. e., si hay ddsviduos), pero de otro modo una

contradiccion.

Una breve reflexion hara evidente que esto valdr&olamente para 2, sino para
cualquier otro namero, finito o infinito. Es deciHay al menos individuos” es siempre o
una tautologia o una contradiccion, nunca una giof@m genuina. Por tanto, no podemos
decir nada sobre el nimero de individuos, porquendo intentamos hacerlo, nunca
conseguimos construir una proposicion genuina, sioamente una féormula que es
tautoldgica o auto-contradictoria. EI numero deivinios, recurriendo a la frase de
Wittgenstein, solo puede mostrarse, y se mostrarseg que las formulas anteriores sean

tautoldgicas o contradictorias.
La secuencia
“Hay un individuo”,

“Hay al menos 2 individuos”,
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“Hay al menos individuos”,

“Hay al menod, individuos”,
“Hay al menod; individuos”,

comienza siendo tautolOgica; pero en algun ladoieora a ser contradictoria, y la

posicion del dltimo término tautoldégico muestraémero de individuos.

Puede preguntarse coémo, si no podemos decir wada él, podemos prever, como
distintas posibilidades, que el numero de indivelea el mundo es tal y cual. Hacemos
esto al imaginar distintos universos de discurstpsaque podemos estar confinados, de
modo que con “todos” queremos decir todos en elausd de discurso; y después que tal y
cual universo contiene tales y cuales tantos iddig es una posibilidad real, y puede
expresarse en una proposicion genuina. Es solaouamamos, no un universo limitado
de discurso, sino al mundo entero, que no puedé@sdenada sobre el niumero de
individuos en él.

Podemos hacer légica no sélo para el mundo erdgro también para tales

universos limitados de discurso; si tomamos unaezo@ndon individuos,
D 7 Ve
Nc'X(x= ¥ = nsera una tautologia,
u 7 . e
Nc'X(x= ¥ = n+1 serd una contradiccion.

O
Por lo tanto, Nc'X(x= ¥= n+1 no puede deducirse de las proposiciones primitivas

comunes a todos los universos, y entonces, pateiverso contenienda+1 individuos,

debe tomarse como una proposicion primitiva.

Similarmente, el axioma del infinito en la l6gidel mundo entero, si es una
tautologia, no puede probarse, sino que debe tentar®o una proposicion primitiva. Y
este es el curso que debemos adoptar, a meno® geajilamos la perspectiva de que todo

el analisis es auto-contradictorio e insignificatiNo tenemos que asumir que cualquier
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conjunto particular de cosas, p. €j., los atomsdn#nito, sino meramente que hay algun

tipo infinito que podemos tomar para ser el tipondividuos.
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