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1. El concepto de numero cardinal

El problema del continuo de Cantor es simplememterégunta: ¢ Cuantos puntos hay en
una linea recta en espacio euclidiano? Una pregeomi&valente es: ¢Cuantos conjuntos

distintos de enteros existen?

Esta pregunta, desde luego, pudo surgir solo ésspie que el concepto de
“namero” se habia extendido a conjuntos infinitpsy tanto, podria dudarse si esta
extension puede llevarse a cabo de una maneranigmta determinada y si, por
consiguiente, esté justificada la declaracion deblema en los términos simples utilizados
arriba. Sin embargo, un examen mas cercano mugstaa definicion de Cantor de
nameros infinitos realmente tiene este caracteumeocidad. Pues cualquier cosa que
“nimero” como aplicado a conjuntos infinitos puesignificar, ciertamente queremos que
tenga la propiedad de que el nimero de objetosrmmiendo a alguna clase no cambie si,
dejando los objetos iguales, uno cambia de cualgqoexio sus propiedades o relaciones
mutuas (por ejemplo, sus colores o su distribu@inrel espacio). De esto, no obstante,
inmediatamente se sigue que dos conjuntos (al ndesonjuntos de objetos cambiables
del mundo espacio-tiempo) tendran el mismo numardirgal si sus elementos pueden
llevarse a una correspondencia uno-a-uno, que @filsicion de Cantor de igualdad entre
nameros. Pues si existe tal correspondencia paraaguntoA y B, es posible (al menos
tedricamente) cambiar las propiedades y relacideesada elemento deen aquellas del
correspondiente elemento dB, por lo que A es transformado en un conjunto
completamente indistinguible d& y por tanto del mismo numero cardinal. Por ejempl
asumiendo un cuadrado y un segmento de linea acobgsletamente llenados con puntos
de masa (de modo que en cada punto de ellos asgdsiexactamente un punto de masa),
se sigue, debido al hecho demostrable de que existeorrespondencia uno-a-uno entre
los puntos de un cuadrado y de un segmento de yinpar lo tanto, también entre los
correspondientes puntos de masa, que los puntosnaka del cuadrado pueden
reorganizarse de modo tal como para llenar exactizna segmento de linea, y viceversa.
Tales consideraciones, es verdad, aplican directims)lo a objetos fisicos, pero una
definicion del concepto de “nimero” que dependdaiatipo de objetos que son numerados

dificilmente podria considerarse como satisfactoria



Asi, apenas queda otra opcidon que aceptar laiciéfinde Cantor de igualdad entre
nameros, que facilmente puede extenderse a unaidi@fi de “mayor” y “menor” para
nameros infinitos al estipular que el nimero cafih de un conjunt® ha de ser llamado
menor que el niamero cardindll de un conjuntd si M es distinto deN pero igual al
namero cardinal de algin subconjuntoRleQue un nimero cardinal teniendo una cierta
propiedad existe esta definido para significar existe un conjunto de tal nimero cardinal.
Sobre la base de estas definiciones se hace pgsiibar que existen infinitos nimeros
cardinales infinitos distintos o “potencias”, y qe@ particular, el nUmero de subconjuntos
de un conjunto siempre es mayor que el nimero slelsmentos; ademas, se hace posible
extender (de nuevo, sin ninguna arbitrariedad) dpsraciones aritméticas a numeros
infinitos (incluyendo sumas y productos con cuaquilmero infinito de términos o

factores) y probar practicamente todas las reglascthputacion ordinarias.

Pero, incluso después de eso, el problema deifidantal nimero cardinal de un
conjunto individual, como el continuo lineal, ndaega bien definido si no existiera alguna
representacion sistematica de los niumeros cardinadmitos, comparable a la notacion
decimal de los enteros. Tal representacion sisteapato obstante, si existe, debido al
teorema de que para cada nimero cardinal y cagantorde nimeros cardinafesxiste
exactamente un numero cardinal inmediatamente isocea magnitud y que el niamero
cardinal de cada conjunto ocurre en la serie asnam’ Este teorema hace posible
denotar al numero cardinal inmediatamente postafimonjunto de nameros finitos con

[, (que es la potencia de los conjuntos “numerabléniefinitos”), al siguiente coml,,
etc.; al inmediatamente posterior a todos[losdondei es un entero, coil , al siguiente

cond . ,etc. La teoria de los niumeros ordinales proporcionanedios para extender esta

w+l?

serie mas y mas.

Y En cuanto a la cuestién de por qué no existe njunto de todos los nimeros cardinales, véasetélb

2 Es necesario el axioma de eleccién para la prdeteste teorema (véase Fraenkel y Bar-Hillel 1958)o
puede decirse que este axioma, desde casi cadaqrintsta posible, esta hoy en dia tan bien fundadno

los otros axiomas de la teoria de conjuntos. Ha gidbado consistente con los otros axiomas deokdat de
conjuntos que suelen asumirse, siempre que estos akiomas sean consistentes (véase Godel 1940).
Ademas, es posible definir, en términos de cualcsisiema de objetos satisfaciendo los otros axgomia
sistema de objetos satisfaciendo tales axioyrelsaxioma de eleccién. Por Ultimo, el axioma dea@tn es
justo tan evidente como los otros axiomas de laidede conjuntos para el concepto “puro” de comjunt
explicado en la nota 11.



2. El problema del continuo, la hipotesis del comuo, y los resultados parciales

relativos a su verdad obtenidos hasta ahora

De modo que el andlisis de la frase “cuantos” coadsin ambigiiedad a un significado
definido para la pregunta escrita en la segundealite este articulo: El problema es
descubrir cual de IoBl s es el nUmero de puntos de una linea recta aéceg lo mismo)

de cualquier otro continuo (de cualquier nUmerdalideensiones) en un espacio euclidiano.

Cantor, después de haber probado que este numerayes quell,, conjeturé que esl,.

Una proposicion equivalente es esta: Cualquier@ybato infinito del continuo tiene la
potencia o bien del conjunto de enteros o bierode &l continuo. Esta es la hipotesis del

continuo de Cantor.

Pero, aunque ahora la teoria de conjuntos de Chattenido un desarrollo de mas
de setenta afos y el problema es evidentementeaddrgportancia para ella, hasta ahora
nada se ha probado acerca de la cuestion de cual mstencia del continuo o si sus
subconjuntos satisfacen la condicion recién estalae excepto (1) que la potencia del
continuo no es un numero cardinal de un cierto éppecial, a saber, no es un limite de
ndmeros cardinales menores numerablgs(2) que la proposicién recién mencionada
acerca de los subconjuntos del continuo es verdguea una cierta fraccion infinitesimal
de estos subconjuntos, los conjuntos analificoli siquiera puede asignarse un limite
superior, sin importar qué tan grande sea, papatiencia del continuo. Ni la cualidad del
numero cardinal del continuo se conoce mejor queastidad. No esta decidido si este
namero es regular o singular, accesible o inackeesiexcepto por el resultado negativo
de Konig) cudl es su caracter de confinalidad @éasota 4). La Unica cosa que se sabe,
ademas de los resultados recién mencionados, geaaamumero de consecuencias de, y

algunas proposiciones equivalentes a, la conjelei@antor (Sierpiski 1934a).

% Véase Hausdorfiylengenlehrel914: 68, o Bachmann 1955: 167. El descubridorstie teorema, J. Kénig,
afirmé mas de lo que realmente prob6 (1905: 177).

* Véase la lista de definiciones mas adelante.

® Véase Hausdorff 1914, 32 ed.: 32. Incluso paraptementos de conjuntos analiticos la cuestién sigue

siendo indecisa, y s6lo puede probarse que o lg@part la potenciﬁ0 o] Dl o [la del] continuo o que son
finitos (véase Kuratowski 1933-50, 1: 246).



Esta pronunciada falla se vuelve todavia mas ctecasi el problema es
considerado en su conexion con cuestiones genedde$a aritmética cardinal. Es
faciimente demostrable que la potencia del contesimual a2’ . Asi que el problema del
continuo resulta ser una cuestion desde la “tablenditiplicacion” de nimeros cardinales,
a saber, el problema de evaluar un cierto produrginito (de hecho, el [producto] no
trivial mas simple que pueda formarse). No hayesnbargo, ningun producto infinito (de
factores>1) para el que pueda asignarse tanto como un Iguaferior por su valor. Todo
lo que se sabe sobre la evaluacion de productiostasf son dos limites inferiores debidos
a Cantor y a Konig (el ultimo de los cuales implataya mencionado teorema negativo
sobre la potencia del continuo), y algunos teoreraksivos a la reduccion de productos
con distintos factores a exponenciaciones y de rexpmaciones a exponenciaciones con
menores bases o exponentes. Estos teoremas redodenel problema de computar

of(0g)

productos infinitos a la evaluacion de, y al desempefio de ciertas operaciones

fundamentales sobre nameros ordinales, tales caterminar el limite de una serie de
ellos. Todos los productos y potencias puedennfiécite computardesi se asume la

“hipétesis generalizada del continuo”; i. e., siaseme que™™ =0_,, para cadax, o, en
otros términos, que el numero de subconjuntos deonjunto de potencial, es ;.
Pero, sin hacer ninguna asuncion no demostradaguiera se sabe si o mo< n implica

2™ < 2" (aunque es trivial que implic2" < 2"), ni tampoco siquiera ™° < 2.

3. Replanteamiento del problema sobre la base de amalisis de los fundamentos de la

teoria de conjuntos y de resultados obtenidos a estespecto

Esta escasez de resultados, incluso en cuantocudationes mas fundamentales en este
campo, puede deberse hasta cierto grado a difiedtgpuramente matematicas; sin
embargo, parece (véase la seccion 4) que tambig&m esvolucradas razones mas
profundas y que una solucion completa de estodgmals puede obtenerse solo mediante

un analisis mas profundo (del que las matematicastambran ofrecer) de los significados

® Esta reduccién puede efectuarse, debido a lotades y métodos de un articulo de Tarski (1925: 1)
’ Para nimeros regularé$, se obtiene inmediatamente:

f(0y) — Op — oy —
4, =0, =2 =U,4-

6



de los términos que tienen lugar en ellos (comajtatto”, “correspondencia uno-a-uno”,
etc.) y de los axiomas que subyacen en su usoe¥Yas propuesto varios analisis asi.

Veamos entonces qué ofrecen a nuestro problema.

Antes que nada esta el intuicionismo de Brouwee, €5 totalmente destructivo en
sus resultados. Toda la teoria de Kss mayores qu&; es rechazada como sin sentido

(Brouwer 1909: 569). La propia conjetura de Camémibe varios significados distintos,
todos de los cuales, aunque muy interesantes raisios, son muy distintos al problema
original. Conducen parcialmente a respuestas divas parcialmente a respuestas
negativas (Brouwer 1907, I: 9; Ill: 2). Sin embgrgwm todo en este campo ha sido
suficientemente clarificado. El punto de vista “sémuicionista” en el sentido de H.

Poincaré y H. We¥ldificilmente preservaria sustancialmente mas teoida de conjuntos.

Sin embargo, esta actitud negativa hacia la telerieonjuntos de Cantor, y hacia las
matematicas clasicas, de las que es una generatizaatural, no es de ningiin modo una
consecuencia necesaria de un examen detallado sabrdundamentos, sino solo el
resultado de una cierta concepcion filoséfica sdbreaturaleza de las matematicas, que
admite objetos matematicos solo en la medida ensgaa interpretables como nuestras
propias construcciones o, al menos, puedan estapletamente dados en la intuicion
matematica. Para alguien que considere que los togbjenatematicos existen
independientemente de nuestras construccioneswyettro tener una intuicion de ellos de
manera individual, y quien solamente requiere gqeeconceptos mateméaticos generales
deben sernos suficientemente claros para podenageep su firmeza y la verdad de los
axiomas relativos a ellos, existe, creo, un funddameatisfactorio de la teoria de conjuntos
de Cantor en toda su extension y significado oaigisy a saber, la axiomatica de la teoria

de conjuntos interpretada en la forma esbozadeaabsjs.

Al principio podria parecer que las paradojasadiebria de conjuntos condenarian

al fracaso a una empresa asi, pero un examen raisdie muestra que no causan ningun

8 véase Weyl 1918 (ed. 1932). Si el procedimientoatestruccion de conjuntos ahi descrito (p. 20jeeado

un nimero (transfinito) de veces suficientemensnde, uno obtiene exactamente los nimeros reales de
modelo para la teoria de conjuntos mencionado esetaion 4, en donde la hipotesis del continuo es
verdadera. Pero esta iteracién no es posible ddatlos limites del punto de vista semi-intuiciteis



problema en absoluto. Son un problema muy serro, pe para las mateméticas, sino para
la l6gica y la epistemologia. En tanto los conjgnbourren en las matematicas (al menos
en las matematicas de hoy en dia, incluyendo t@dedria de conjuntos de Cantor), son
conjuntos de enteros, o de numeros racionales, (deepares de enteros), o de numeros
reales (i. e., de conjuntos de numeros racionadedd, funciones de nimeros reales (i. e., de
conjuntos de pares de numeros reales), etc. Cusndfirman teoremas acerca de todos los
conjuntos (o la existencia de conjuntos en genesampre pueden interpretarse sin
ninguna dificultad para significar que valen pamnjontos de enteros asi como para
conjuntos de conjuntos de enteros, etc. (respecérte, que o bien existen conjuntos de
enteros, o conjuntos de conjuntos de enteros, dc.,,cqele tienen la propiedad afirmada).
Este concepto de conjuritono obstante, de acuerdo con el cual un conjuntalgs
obtenible desde los enteros (o algunos otros abfgtm definidos) por aplicacion iterafa
de la operacion “conjunto dé*,no algo obtenido al dividir la totalidad de todas cosas
existentes en dos categorias, nunca ha llevadmguma antinomia; esto es, el trabajo
perfectamente “ingenuo” y acritico con este corwej# conjunto ha demostrado hasta

ahora ser completamente auto-consist&nte.

Pero, ademas, los axiomas que subyacen al usiricte de este concepto de
conjunto o, al menos, un subconjunto de ellos qzessificiente para todas las pruebas
matematicas ideadas hasta ahora (excepto paranteorEobre la existencia de numeros

cardinales extremadamente grandes, véase la npthatbsido formulados de una manera

° Debe admitirse que el espiritu de las modernasptiisas abstractas de las matematicas, en paatidal la
teoria de las categorias, trasciende este condeptonjunto, como se vuelve evidente, por ejemudo,la
auto-aplicabilidad de categorias (véase MacLanel)l9%6in embargo, no parece que se pierde nada del
contenido matematico de la teoria si se distingteiegorias de distintos niveles. Si existiesen hasie
matematicamente interesantes que no pasaran hajmespretacion, entonces las paradojas de léatee
conjuntos se volverian un serio problema para ktematicas.

10 Esta frase pretende incluir iteracién transfinita., la totalidad de conjuntos obtenida poraitén finita

es considerada ella misma un conjunto y una basegpéicaciones posteriores de la operacion “cdojde”.

1| a operacion “conjunto des” (donde la variablexX® se extiende sobre algun tipo dado de objetos) no
puede definirse satisfactoriamente (al menos nel estado actual de conocimiento), sino que sébaeser
parafraseada con otras expresiones que involuaenudvo al concepto de conjunto, como: “multitud”
(“combinacion”, “parte”) es concebida como algo aguxéste en si mismo sin importar si podemos dédinir
con un namero finito de palabras (de modo que témesxcluidos conjuntos aleatorios).

2 Inmediatamente se sigue de esta explicacién daiirté “conjunto” que un conjunto de todos los
conjuntos, u otros conjuntos de una extension aimnilo puede existir, ya que cada conjunto obtedéleste
modo inmediatamente da lugar a aplicaciones postsride la operacion “conjunto de” y, por tantda a
existencia de conjuntos mas grandes.



tan precisa en la teorfa axiomatica de conjufitgae la cuestién de si de ellos se sigue
alguna proposicion dada puede transformarse, pdionge la l6gica matematica, en un
problema puramente combinatorio concerniente adaipalacion de simbolos que incluso

el intuicionista méas radical debe reconocer congoificativos. Asi que el problema del
continuo de Cantor, sin importar qué punto de Migtaofico se adopte, innegablemente
retiene al menos este significado: descubrir siraspuesta, y si es asi qué respuesta, puede
derivarse de los axiomas de la teoria de conjutdbgomo estan formulados en los

sistemas citados.

Desde luego, si es interpretada de esta maneygabkamiendo la consistencia de
los axiomash priori tres posibilidades para la conjetura de Cantord@wser demostrable,
refutable, o indecidibl&* La tercera alternativa (que es solamente una flagitn precisa
de la conjetura precedente, que las dificultadds pdeblema son probablemente no
puramente matematicas) es la mas probable. Buseapmuieba para ella es, actualmente,
quizas el modo mas prometedor de atacar el probl¢mae ha obtenido un resultado en
este sentido, a saber, que la conjetura de Cant@smefutable desde los axiomas de la

teoria de conjuntos, siempre que estos axiomasceeaistentes (véase la seccion 4).

Debe notarse, empero, que sobre la base del mientdsta aqui adoptado, una
prueba de la indecidibilidad de la conjetura det@adesde los axiomas aceptados de la
teoria de conjuntos (en contraposicion, p. ej.a @rueba de la trascendencia rjede
ningiin modo resolveria el problema. Pues si lasifsigdos de los términos primitivos de
la teoria de conjuntos tal como fueron explicadopaginas anteriores y en la nota 11 son
aceptados como firmes, se sigue que los conceptsstgoremas de la teoria de conjuntos
describen alguna realidad bien determinada, erudala conjetura de Cantor debe ser o
verdadera o falsa. Por lo tanto, su indecidibilidgolrtir de los axiomas asumidos hoy en
dia sOlo puede significar que estos axiomas ndeswit una descripcion completa de esa

realidad. Tal creencia no es de ninguna maneradyiga) porque es posible sefialar modos

13 véase, p. €j., Bernays, 1937-54, 2: 65; 6: 1;5:183; 8: 89. Von Neumann 1925: 219; cf. también v
Neumann 1929: 227; y 1928: 669; Godel 1940; Berd®m3. Al incluir axiomas del infinito muy fuertes,
recientemente han sido posibles axiomatizacionehmmas elegantes. (Véase Bernays 1961.)

14 En caso de que los axiomas fuesen inconsistemtas;ria la Gltima de las cuatro posibles altér@eata
priori para la conjetura de Cantor, a saber, seria ergdané demostrable como refutable por los axiomas
de la teoria de conjuntos.



en los que la decision de una cuestion, que e<itlilee desde los axiomas habituales,
podria no obstante obtenerse.

En primer lugar, los axiomas de la teoria de auof de ningiin modo forman un
sistema cerrado en si mismo, sino que, por el avotrel propio concepto de conjufito
sobre el que estan basados sugiere su extensidmyamos axiomas que afirman la
existencia de iteraciones todavia posteriores apdsacion “conjunto de”. Estos axiomas
también pueden formularse como proposiciones afidmala existencia de numeros
cardinales muy grandes (i. e., de conjuntos teoiezgtos numeros cardinales). El mas

simple de estos “axiomas del infinito” fuertes i@ la existencia de nimeros inaccesibles
(en el sentido mas débil o mas fuerteXg El Gltimo axioma, mas o menos, no significa

nada mas que esto: la totalidad de conjuntos didemnimediante el uso de los
procedimientos de formacion de conjuntos expresaddss otros axiomas forma de nuevo
un conjunto (y, por tanto, una nueva base paracaptines posteriores de estos
procedimientos) (Zermelo 1930: 29). Otros axiomas idfinito han sido formulados
primero por P. Mahld® Estos axiomas muestra claramente no sélo que sens
axiomatico de la teoria de conjuntos tal como heytdiza es incompleto, sino también
gue puede ser complementado, sin arbitrariedadnaexos axiomas que solo despliegan
el contenido del concepto de conjunto explicadibarr

Puede probarse que estos axiomas también tiemseaeencias fuera del dominio

de numeros transfinitos muy grandes, que es suasunediato: cada uno de ellos, bajo la

15 Similarmente el concepto “propiedad de conjuntl”’segundo de los términos primitivos de la tedda
conjuntos) sugiere extensiones continuadas dexiomnas que se refieren a él. Ademas, pueden inticgu
conceptos de “propiedad de propiedad de conjuets’,Sin embargo, los nuevos axiomas asi obtenaos,
cuanto a sus consecuencias para proposicioneglesfer dominios limitados de conjuntos (como la&tapis

del continuo), estan contenidos (hasta donde seceorhoy en dia) en los axiomas sobre conjuntos.

16 véase Mahlo 1911: 190-200; 1913: 269-76. Desderémentacion del tema por parte de Mahlo, no
obstante, no parece que los niumeros que él def@lenente existan. En afios recientes se ha hecho un
progreso considerable en cuanto a los axiomasfieito. En particular, se han formulado algunos gstan
basados en principios completamente distintos sl@léoMahlo, y Dana Scott ha probado que uno ds ello
implica la negacion de la proposicion A (mencionades adelante). Asi que la prueba de consisteacilp
hipétesis del continuo explicada més adelatpasa si se afiade este axioma. Sin embargo, tauagia ha
aclarado que estos axiomas estén implicados pmmelepto general de conjunto en el mismo sentigoequ

el de Mahlo. Véase Tarski 1962: 134; Scott 196InfHaScott 1961: 445. Los axiomas de Mahlo han sido
derivados por Azriel Lévy desde un principio gehebre el sistema de todos los conjuntos (1968).23
Véase también Bernays 1961: 1, donde casi todoaxiosnas de la teoria de conjuntos estan derivedbs
principio de Lévy.
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asuncion de su consistencia, puede mostrarse qresrianta el nUmero de proposiciones
decidibles incluso en el campo de las ecuacionefamicas. En cuanto al problema del
continuo, hay poca esperanza de resolverlo porarggliaquellos axiomas del infinito que
pueden establecerse sobre la base de los prindgid&ghlo (la ya mencionada prueba para
la irrefutabilidad de la hipétesis del continuo @®r todos ellos sin ningln cambio). Pero
existen otros basados en distintos principios @éasnota 16); también pueden existir,
ademas de los axiomas habituales, los axiomasfieitd, y los axiomas mencionados en
la nota 15, otros axiomas (hasta ahora desconqcdida teoria de conjuntos que un
entendimiento mas profundo de los conceptos subjexea la l6gica y a las matematicas

nos permitiria reconocer como implicados por estoeeptos (véase, p. €j., la nota 19).

En segundo lugar, no obstante, incluso descartndecesidad intrinseca de algun
nuevo axioma, e incluso en el caso de que no tangguna necesidad intrinseca en
absoluto, una probable decision acerca de su veesabién es posible de otra manera, a
saber, inductivamente al estudiar su “éxito”. Exisignifica aqui fecundidad en
consecuencias, particularmente en consecuenciasficables”, i. e., consecuencias
demostrables sin el nuevo axioma, cuyas pruebasbatante, con la ayuda del nuevo
axioma, son considerablemente mas simples y mésdate descubrir, y hacen posible
contraer en una prueba muchas pruebas distintasatiomas para el sistema de nimeros
reales, rechazados por los intuicionistas, han getdicados hasta cierto grado en este
sentido, debido al hecho de que la teoria analiigcaimeros con frecuencia permite a uno
probar teoremas de la teoria de numeros que, denago mas incémodo, pueden
verificarse subsecuentemente mediante métodos metal@® Pero es concebible un grado
de verificacibn mucho mayor que ese. Podrian ex#stiomas tan abundantes en sus
consecuencias verificables, arrojando tanta luzresdbdo un campo, y produciendo
métodos tan poderosos para resolver problemas (eusi resolviéndolos
constructivamente, en la medida de lo posible) simemportar si son o0 no intrinsecamente
necesarios, tendrian que ser aceptados al menelsneismo sentido que cualquier teoria

fisica bien establecida.
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4. Algunas observaciones sobre la pregunta: ¢ En ggséntido y en qué direccion puede

esperarse una solucion del problema del continuo?

Pero, ¢dichas consideraciones son apropiadas papsol@ema del continuo? ¢Hay
realmente cualesquiera indicaciones claras panassdubilidad a partir de los axiomas

aceptados? Creo que hay al menos dos:

La primera resulta del hecho de que hay dos cldsesbjetos muy distintamente
definidas, ambas de las cuales satisfacen todoaxiosas de la teoria de conjuntos que
han sido establecidos hasta ahora. Una clase tomsislos conjuntos definibles de una
cierta manera mediante propiedades de sus elem@ri@m®tra en los conjuntos en el
sentido de multitudes arbitrarias, independientéende si, 0 cOmo, pueden ser definidos.
Ahora bien, antes de haberse establecido qué sljato de numerarse, y sobre la base de
cuales correspondencias uno-a-uno, uno dificilmpuaégle esperar ser capaz de determinar
su namero, excepto quizads en el caso de alguntuadala coincidencia. Si, no obstante,
alguien cree que es insignificativo hablar de cotgs excepto en el sentido de extensiones
de propiedades definibles, entonces, también,ildiéaote puede esperar mas que una
pequeia fraccion de los problemas de la teorisodpimtos sea soluble sin hacer uso de
esta, en su opinion esencial, caracteristica dedogintos, a saber, que son extensiones de
propiedades definibles. Esta caracteristica dechloguntos, sin embargo, no esta ni
formulada explicitamente ni contenida implicitaneeaih los axiomas aceptados de la teoria
de conjuntos. Asi que desde cualquier punto da,wstademas uno toma en cuenta lo que
se dijo en la seccion 2, puede conjeturarse qupradlema del continuo no puede
resolverse sobre la base de los axiomas estabddoatta ahora, pero, por otro lado, puede
ser soluble con la ayuda de algun nuevo axiomaegtableceria o implicaria algo acerca

de la definibilidad de los conjuntd¥.

" A saber, definibles mediante ciertos procedimigntten términosde numeros ordinales” (i. e.,
aproximadamente, bajo la asuncion de que para mami@ro ordinal estd dado un simbolo que lo denota).
Véase Godel 1940 y 1939. Desde luego, la paradofichard no aplica a este tipo de definibilidaoigpe

la totalidad de ordinales es ciertamente no nunerab

18 E| programa de D. Hilbert para una solucién debjgma del continuo (véase Hilbert 1926: 161), que,
obstante, nunca ha sido llevado a cabo, tambiéh@&tasado en una consideracion de todas lasail@fies
posibles de los nimeros reales.
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La segunda mitad de esta conjetura ya ha sidficaeta; a saber, el concepto de
definibilidad mencionado en la nota 17 (que es i8hm definible en la teoria axiomatica
de conjuntos) hace posible derivar, en la teori@ne&tica de conjuntos, la hipétesis
generalizada del continuo desde el axioma de qda canjunto es definible en este
sentido™ Ya que este axioma (llamémoslo “A”) resulta semdstrablemente consistente
con los otros axiomas, bajo la asuncion de la sterstia de estos otros axiomas, este
resultado (independientemente de la posicion filoadtomada hacia la definibilidad)
muestra la consistencia de la hipodtesis del coaticon los axiomas de la teoria de
conjuntos, siempre que estos axiomas sean ellasasisonsistenteS.La prueba, en su
estructura, es similar a la prueba de consistatecla geometria no euclidiana por medio de
un modelo dentro de la geometria euclidiana. A rsate los axiomas de la teoria de
conjuntos se sigue que los conjuntos definibleglesentido ya mencionado forman un
modelo de teoria de conjuntos en el que la projosid, y por tanto la hipétesis

generalizada del continuo, es verdadera.

Un segundo argumento a favor de la irresolubilideldoroblema del continuo sobre
la base de los axiomas habituales puede basarseertos hechos (desconocidos en la
época de Cantor) que parecen indicar que la coajetie Cantor resultara estar
equivocad&® mientras que, por otro lado, una refutacién da el demostrablemente

imposible sobre la base de los axiomas que se ashioyeen dia.

Uno de tales hechos es la existencia de ciertgsqatades de conjuntos de puntos
(afirmando una rareza extrema de los conjuntosiestion) para los que se ha tenido éxito

en probar la existencia de conjuntos no numerdblgsndo estas propiedades, pero no es

9 por otro lado, desde un axioma en algin sentidesip a éste, quizas podria derivarse la negaeida d
conjetura de Cantor. Estoy pensando en un axiorea(gjmilar al axioma de completitud de Hilbert en |
geometria) estableceria alguna propiedad maximaistelma de todos los conjuntos, mientras el axidma
establece una propiedad minima. Nétese que sélpnopéedad méaxima pareceria armonizar con el cdacep
de conjunto explicado en la nota 11.

20 yéase Godel 1940 y 1939: 220. Aprovecho esta opiolad para corregir un error en la notacién y una
errata que ocurrieron en este articulo: en lagdir#b-29, p. 221; 4-6 y 10, p. 222; 11-19, p. %trad
debe reemplazarse (en todos los lugares en losauree) por i/ . También, en el Teorema 6, p. 222, debe

insertarse el simbolo=" entre ¢,(X) y @ 2 (x"). Para un llevar a cabo de la prueba con todo detzdl de

consultarse Godel 1940.
2 perspectivas hacia esta direccién también han esigioesadas por Lusin 1935: 129ss. Véase también
Sierpiski 1934a: 132.
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evidente ninguna manera en la que uno podria egpeidar la existencia de ejemplos de
la potencia del continuo. Propiedades de este(tipsubconjuntos de una linea recta) son:
(1) ser de la primera categoria en cada conjuntteqie (Sierphski 1934b: 270, y
Kuratowski 1933-50, 1: 269ss), (2) ser llevado acanjunto-cero por cada mapeo uno-a-
uno continuo de la linea sobre si misma (Lusineydsiski 1918: 35, y Sierpski 1934b:
270). Otra propiedad de naturaleza similar es laedecubrible por infinitos intervalos de
cualesquiera longitudes dadas. Pero en este casiguiera se ha conseguido probar la
existencia de ejemplos no numerables. Sea comalsda,hipotesis del continuo se sigue,
en los tres casos, que existen no solamente ejsndeglda potencia del continé®sino
incluso tales que son llevados en si mismos (hast@erablemente muchos puntos) por
cadatraslacion de la linea recta (Siergki 1935a: 43).

Otras consecuencias altamente implausibles deptaesis del continuo son que
existen: (1) subconjuntos de una linea recta g@tiancia del continuo que estan cubiertos
(hasta numerablemente muchos puntoskpdaconjunto denso de intervalos (Lusin 1914:
1259); (2) infinitos subconjuntos dimensionales egbacio de Hilbert que no contienen

ningun subconjunto finito-dimensional no-denumesdlein el sentido de Menger-Urysohn)

(Hurewicz 1932: 8); (3) una secuencia infinita de descomposiciones de cualquier
conjunto M de la potencia del continuo en continuo muchos wdog mutuamente

excluyentes'Ayi tales que, en cualquier forma que se elija unurﬂojA'q para cada,

MNZ(M ‘AL) es denumerabfé.(1) y (3) son muy inverosimiles incluso si “potiendel

continuo” es reemplazado pd: -

Uno puede decir que muchos resultados de la tetgiaonjuntos de puntos
obtenidos sin recurrir a la hipotesis del continambién son altamente inesperados e
inverosimiles (Blumenthal 1940: 346). Pero, auneg@puede ser cierto, la situacion alli es
distinta en que, en la mayoria de tales instan@aso, p. €j., las curvas de Peano), la
apariencia de lo contrario puede explicarse por ausencia de acuerdo entre nuestros

conceptos geomeétricos intuitivos y los de la teafé conjuntos que ocurren en los

2 para el tercer caso véase SiesRi 1934a (12 ed.): 39, Teorema 1.
% yvéase Braun y Sienski 1932: 1, proposicién (Q). Esta proposicién gsiwalente a la hipétesis del
continuo.
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teoremas. También es muy sospechoso que, en abmtfas numerosas proposiciones
plausibles que implican la negacioén de la hipotdsiscontinuo, no se conozca ninguna
proposicion plausible que implicaria a la hipotegbkcontinuo. Creo que, sumando todo lo
gue se ha dicho, uno tiene buenas razones paracbaspque el papel del problema del
continuo en la teoria de conjuntos sera el de flavalescubrimiento de nuevos axiomas

gue haran posible refutar la conjetura de Cantor.
Definiciones de algunos de los términos técnicos

Las definiciones 4-15 se refieren a subconjuntosndelinea recta, pero pueden transferirse
literalmente a subconjuntos de espacios euclididecsualquier nimero de dimensiones si
“intervalo” es identificado con “interior de un péelepipedo”.

1. Llamoel caracter de confinalidade un niumero cardinah (abreviado como “cf

(m)”) al menor nimera tal quemes la suma de nimeros .
2. Un namero cardinah esregular si cf (m) =m; de otro modo es singular.

3. Un numero cardinal infinita esinaccesiblesi es regular y no tiene predecesor
inmediato (i. e., si, aunque es un limite de nusem, no es un limite de menos de
m de tales numeros); dsertemente inaccesiblgi cada producto (y, por tanto,
también cada suma) de menosndeiumeros #n es<m. (Véase Sierpiski y Tarski
1930: 292; Tarski 1938: 68.)

De la hipoétesis generalizada del continuo se siguee estos dos conceptos

son equivalentesHo es evidentemente inaccesible, y también es fuertem
inaccesible. En cuanto a numeros finitos, 0 y 2ingim otro son fuertemente
inaccesibles. Una definicion de inaccesibilidadcghle a niameros finitos es esta:
m es inaccesible si (1) cualquier suma de menas daimeros fnes <m, y (2) el
namero de numeroskesm. Esta definicidon, para nimeros transfinitos, cenda
con la ofrecida arriba, y para nameros finitos @a &, 2 como inaccesibles. Asi que
la inaccesibilidad y la inaccesibilidad fuerte fdému no ser equivalentes para
nameros finitos. Esto arroja alguna duda sobre quivaelencia para numeros
transfinitos, que se sigue de la hipotesis gerzaddi del continuo.
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4. Un conjunto de intervalos e&nsosi cada intervalo tiene puntos en comudn con
algun intervalo del conjunto. (Los puntos finalee dn intervalo no son
considerados como puntos del intervalo.)

5. Un conjunto-ceroes un conjunto que puede ser cubierto por infimtmyuntos

de intervalos con suma de longitudes arbitrariampatueiia.
6. Unavecindadde un puntd® es un intervalo contenienddPa

7. Un subconjunt@ de B esdenso en Bi cada vecindad de cualquier puntoBle
contiene puntos da&.

8. Un puntoP esta en eéxteriorde A si tiene una vecindad no conteniendo ningan
punto deA.

9. Un subconjunt@é deB no es denso en ninguna parte esi Bquellos puntos d&
gue estan en el exterior deson densos eB, o (o que es equivalente) si para

ningun intervald la intersecciénA es densa elB.

10. Un subconjunt® de B es de la primera categoria en Bi es la suma de

numerablemente muchos conjuntos no densos en e erB.

11. Un conjuntA esde la primera categoria sobre $ la intersecciO\B es de la

primera categoria e

12. Un puntadP es llamadaun punto limitede un conjuntd si cualquier vecindad

deP contiene infinitos puntos d&
13. Un conjunt es llamadaerradosi contiene todos sus puntos limite.

14. Un conjunto eperfectosi es cerrado y no tiene ningun punto aislado.(i. e

ningun punto con una vecindad no conteniendo nigdnpunto del conjunto).

15. Los conjuntos de Boreson definidos como el menor sistema de conjuntos

satisfaciendo los postulados:

(1) Los conjuntos cerrados son conjuntos de Borel
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(2) El complemento de un conjunto de Borel esamjunto de Borel.

(3) La suma de numerablemente muchos conjuntosodal Bs un conjunto

de Borel.

16. Un conjunto esnalitico si es la proyeccidén ortogonal de algun conjunto de
Borel de un espacio de dimension inmediatamentersup (Cada conjunto de

Borel es por tanto, desde luego, analitico.)
Suplemento a la segunda edicion [1963]

Desde la publicacion del articulo anterior se higmmido un nimero de nuevos resultados;
me gustaria mencionar aquellos que son de intesgecial para las discusiones

precedentes.

1. A. Hajnal ha probado que, g 20, pudiese derivarse de los axiomas de la

teoria de conjuntos, también podria derivafse =0, (1956: 131). Este sorprendente
resultado podria facilitar mucho la solucion dedspema del continuo si la hipétesis del
continuo de Cantor fuese demostrable a partir dekiomas de la teoria de conjuntos, lo

gue, no obstante, probablemente no es el caso.

2. Algunas nuevas consecuencias de, y proposgieqgeivalentes a, la hipotesis de
Cantor pueden encontrarse en la nueva edicionldel de W. Siergiski (1934a, 22 ed.).
En la primera edicion se habia probado que la égtdel continuo es equivalente a la
proposicion de que el plano euclidiano es la sumanwimerablemente muchas “curvas
generalizadas” (donde una curva generalizada e®njunto de puntos definible por una
ecuaciony = f (x) en algun sistema de coordenadas cartesiana$d. $dgunda edicion (p.
207f* se sefiala que puede probarse que el plano endidia la suma de menos de
continuo muchas curvas generalizadas bajo la mondsodébil asuncién de que la potencia
del continuo no es un namero inaccesible. Una @rukbla inversa de este teorema daria

alguna plausibilidad a la hipotesis de q&De0 =el menor nimero inaccesibtélo- Sin

embargo, se requiere mucha cautela con respecstaangéerencia, porque la apariencia

24 0 Sierphski 1951: 9. Véanse resultados relacionados entéivski (1951: 15) y Sikorski 1951: 18.
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paraddjica en este caso (como en las “curvas” dadese debe (al menos en parte) a una
transferencia de nuestra intuicibn geométrica deasua algo que tiene solo algunas de las
caracteristicas de las curvas. Notese que nadastgetipo esta involucrado en las
contraintuitivas consecuencias de la hipodtesis a@®itinuo mencionadas en paginas

anteriores.

3. C. Kuratowski ha formulado un fortalecimiente th hipétesis del continuo
(1948: 131), cuya consistencia se sigue de la prulb consistencia mencionada en la

seccion 4. Después saco varias consecuenciasradeagsta nueva hipotesis.

4. En afos recientes (véanse las notas 13 y 1Bars@btenido nuevos resultados

muy interesantes acerca de los axiomas del infinito

En oposicion al punto de vista defendido en laiéec4 se ha sugerido (Errera
1953: 176-83) que, en caso de que el problema adincio de Cantor resultara ser
indecidible a partir de los axiomas aceptados dedda de conjuntos, la cuestion de su
verdad perderia su significado, exactamente comeouéstion de la verdad del quinto
postulado de Euclides por la prueba de la congistate la geometria no euclidiana se
volvio insignificativa para el matematico. Ante@ste gustaria sefialar que la situacion en
la teoria de conjuntos es muy distinta a la deelangetria, tanto desde el punto de vista

matematico como desde el punto de vista epistenooldg

En el caso, por ejemplo, del axioma de la exisgdede numeros inaccesibles (que
puede probarse que es indecidible desde los axid®masn Neumann-Bernays para la
teoria de conjuntos siempre que sea consistenteelbos), hay una asimetria notable,
matematicamente hablando, entre el sistema eneskguafirmado y aquel en el que es

negadd®

A saber, el dltimo (pero no el primero) tiene undelo que puede definirse y
probarse para ser un modelo en el sistema orignakextendido). Esto significa que el
primero es una extension en un sentido mucho mégefuUn hecho intimamente

relacionado es que la afirmacion (pero no la négaael axioma implica nuevos teoremas

% |La misma asimetria también ocurre en los nivelés bajos de la teoria de conjuntos, donde la densia
de los axiomas en cuestién estd menos sujetawade los escépticos.
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acerca de los enteros (cuyas instancias individyaleden verificarse por computacion).
Asi que el criterio de verdad explicado en pagmateriores esta satisfecho, hasta cierto
punto, para la afirmacién, pero no para la negaditnbreve, sélo la afirmacion produce
una extension “fructifera”, mientras que la nega@§ estéril fuera de su propio dominio
muy limitado. También puede mostrarse que la hgtdel continuo de Cantor es estéril
para la teoria de numeros y es verdadera en unloncalestructible en el sistema original,
mientras que para alguna otra asuncién sobre émpiatdel continuo esto quizas no es asi.
Por otro lado, ninguna de dichas asimetrias aplicainto postulado de Euclides. Para ser

MAas precisos, tanto él como su negacién son eatesen el sentido débil.

En cuanto a la situacién epistemologica, deberskojue por una prueba de
indecidibilidad una cuestién pierde su significatddamente si el sistema de axiomas bajo
consideracion es interpretado como un sistema étipotdeductivo; i. e., si los
significados de los términos primitivos quedan tedminados. En la geometria, p. €j., la
cuestion de si el quinto postulado de Euclidesezdadero conserva su significado si los
términos primitivos se toman en un sentido definido e., como refiriendose al
comportamiento de cuerpos rigidos, rayos de laz Lt situacion en la teoria de conjuntos
es similar, la diferencia es sélo que, en la gedmetl significado comunmente adoptado
hoy en dia se refiere a la fisica en lugar de mtlsicion matematica y, por tanto, una
decision cae fuera del rango de las matematicasotRo lado, los objetos de la teoria de
conjuntos transfinitos, concebidos de la manerdicaga en paginas anteriores y en la nota
11, claramente no pertenecen al mundo fisico, Ridacsu conexion indirecta con la
experiencia fisica es muy floja (debido principatteeal hecho de que los conceptos de la
teoria de conjuntos desempefian Unicamente un pegrer en las teorias fisicas de hoy en
dia).

Pero, a pesar de su lejania de la experienciaosalnsi tenemos algo como una
percepcién también de los objetos de la teoriadpintos, como se ve por el hecho de que
los axiomas se nos imponen como verdaderos. Nowwgmna razén por la que debamos
tener menos confianza en este tipo de percepcién,an la intuicion matematica, que en la
percepcion sensorial, que nos induce a constmifa® fisicas y a esperar que percepciones

sensoriales futuras concordaran con ellas y, adean@®er que una cuestion no decidible
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ahora tiene significado y puede ser decidida efuteko. Las paradojas de la teoria de
conjuntos dificilmente son mas problematicas pasariatematicos que lo que son para los
fisicos las decepciones de los sentidos. Que nuettasiones matematicas llevando a una
decision de tales problemas como la hipotesis delimuo de Cantor son perfectamente

posibles ya fue sefialado en paginas anteriores.

Debe notarse que la intuicibn matematica no ne&cesr concebida como una
facultad dando un conocimientamediatode los objetos en cuestién. Mas bien parece que,
como en el caso de la experiencia fisiamamosnuestras ideas también de aquellos
objetos sobre la base de algo mas egtdinmediatamente dado. Solo que aqui este algo
mMAasno son, 0 no son principalmente, las sensaciones.al@eeademas de las sensaciones
realmente estd inmediatamente dado se sigue (indieméemente de las mateméticas) del
hecho de que incluso nuestras ideas que se refiaresbjetos fisicos contienen
constituyentes cualitativamente distintos a lassaenpnes o0 a meras combinaciones de
sensaciones, por ejemplo, la idea del objeto mismentras que, por otro lado, mediante
nuestro pensamiento no podemos crear ningunos eseualitativamente nuevos, sino
s6lo reproducir y combinar aquellos que estan da#@eotdentemente, lo “dado” que
subyace en las matematicas esta intimamente nedalmocon los elementos abstractos
contenidos en nuestras ideas empiri&in embargo, de ninguna manera se sigue que los
datos de este segundo tipo, debido a que no puesterarse con acciones de ciertos tipos
sobre nuestros 6rganos sensoriales, son algo potasigbjetivo, como afirmd Kant. Mas
bien sucede que ellos también pueden representspatto de la realidad objetiva, pero, a
diferencia de las sensaciones, su presencia etro®puede deberse a otro tipo de relaciéon
entre nosotros y la realidad.

Empero, la cuestion de la existencia objetiva dg ébjetos de la intuicion
matematica (que, incidentalmente, es una réplieetaxde la cuestion de la existencia
objetiva del mundo exterior) no es decisiva parpreblema que estamos discutiendo. El

mero hecho psicoldgico de la existencia de unacidtu que es suficientemente clara para

% Nétese que hay una estrecha relacién entre ebptmde conjunto explicado en la nota 14 y lasgoates
del entendimiento puro en el sentido de Kant. Aegsdh funcién de ambas es la “sintesis”, i. egdaeracion
de unidades a partir de variedades (por ejempldKaent, de la idea den objeto a partir de sus varios
aspectos).
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producir los axiomas de la teoria de conjuntos § serie abierta de extensiones de ellos
basta para dar significado a la cuestion de laacknlfalsedad de proposiciones como la
hipotesis del continuo de Cantor. Lo que, no olbstajuizas mas que cualquier otra cosa,
justifica la aceptacion de este criterio de vereiada teoria de conjuntos es el hecho de que
apelaciones continuas a la intuicion matematica 3ecesarias no solo para obtener
respuestas sin ambigledades a las cuestionestderia de conjuntos transfinitos, sino
también para la solucién de los problemas de ldaet® nimeros finité$ (del tipo de la
conjetura de Goldbach§,donde dificimente puede dudarse de la signifieddid y no
ambigliedad de los conceptos que tienen lugar es. &bto se sigue del hecho de que para

cada sistema axioméatico hay infinitas proposiciondscidibles de este tipo.

Antes se sefialé que, ademas de la intuicion métanéxiste otro criterio (aunque
solamente probable) de la verdad de los axiomasmaicos, a saber, su fecundidad en las
matematicas y, uno puede agregar, posiblementeidandn la fisica. Este criterio, sin
embargo, aunque puede volverse decisivo en eldutadavia no puede aplicarse a los
axiomas especificos de la teoria de conjuntos (caqellos que se refieren a nUmeros
cardinales grandes), porque se sabe muy poco sobreonsecuencias en otros campos. El
caso mas simple de una aplicacion del criterio Hegousion surge cuando algun axioma de
la teoria de conjuntos tiene consecuencias num&drecas verificables por computacion
hasta cualquier entero dado. No obstante, solivada de lo que se sabe hoy en dia, no es
posible hacer la verdad de cualquier axioma destsia de conjuntos razonablemente

probable de este modo.
Post scriptum

Poco después de terminar el manuscrito de esteilartia cuestion de si la Hipotesis del
Continuo de Cantor es demostrable a partir dexasras de von Neumann-Bernays para

la teoria de conjuntos (incluido el axioma de af@tcfue resuelta en lo negativo por Paul

J. Cohen (1963a, 1964). Resulta que para un amigo dell la igualdad2”® =0, es

consistente y una extension en el sentido débib (es, no implica nuevos teoremas

%" A menos que uno esté satisfecho con decisionestinds (probables), como verificar el teorema dast
nameros muy grandes, o con procedimientos industivas indirectos (véanse paginas anteriores).
28 e., proposiciones universales acerca de enterepueden decidirse en cada instancia individual.
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numérico-tedricos). Si para un concepto adecuaddefimicion “estandar” existef,

definibles no excluidos por el teorema de Konigaéegearriba) para los que esto no es asi

sigue siendo una cuestion abierta (desde luege asimirse que la existencia de ls

en cuestion es o bien demostrable o ha sido pdsfula
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