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Por un namero algebraico real uno generalmenteretgi un nimero reab que satisface

una ecuacion no constante de la forma:
o +aw' ™t +...+a =0, 1)

donde n,a,,a,,..a, son enteros: aqui podemos imaginar que los nunmerpsa, son
positivos, los coeficientes,,a,,..a, no tienen partes comunes, y la ecuacion (1) es

irreducible; con estas estipulaciones resulta qgper los consabidos teoremas
fundamentales de la aritmética y del algebra, laeén (1), que esta satisfecha por un
namero algebraico real, estd completamente detadajra la inversa, sies el grado de
una ecuacion de la forma (1), entonces la ecuaegha satisfecha por a lo mucho
nameros algebraicos reales. Los niumeros algebraicos reales forman en sudathlun

conjunto [Inbegriff] de ndmeros, que sera designaaio(w) ; como facilmente se véw)

tiene la propiedad de que en cada vecindad de waalgumero dadar hay infinitos
nameros dgw) . Asi que a primera vista deberia de ser lo mggaodente que uno pueda
correlacionar el conjunt@w) uno-a-uno con el conjunto (designado por el siggpde
todos los enteros positivos — de un modo tal que a cada numero algebraicde
corresponda un entero positivo definido, y, a leeisa, a cada entero positiwvole
corresponda un nimero algebraico reatompletamente definido. O, para decir lo mismo
con distintas palabras, el conjunfa) puede pensarse en la forma de una secuencia

legaliforme infinita [gesetzmassigen Reihe]

W, .. A, ,... (2)

en la que aparecen todos los individuos(@g y cada uno de los cuales ocurre en (2) en
una posicion definida, que esta dada por el ingieacompaifa. Tan pronto como uno ha
encontrado una ley por la que pueda pensarse tadlacion, ésta puede modificarse a

voluntad; asi que en 81 describiré la correlacidm me parece ser la menos complicada.

Con el fin de ofrecer una aplicacion de esta g del conjunto de todos los
nameros algebraicos reales, en 82 muestro que, aedquier secuencia arbitrariamente

elegida de numeros reales de la forma (2), entpmeesualquier intervalo dad@...3),



uno puede determinar [bestimmen] numerpsjue no estan contenidos en (2); si uno

combina los resultados de estos ultimos dos p&;raftonces uno tiene una nueva prueba
del teorema, probado primeramente por Liouville, e en cualquier intervalo dado
(a...8) hay infinitos niUmeros realdésascendentales (es decir, no algebraicos). Ademas, el
teorema en 82 resulta ser la razén por la que ctwguwe nimeros reales que forman un asi
llamado continuo (digamos, todos los nimeros reglesson=0 y <1) no pueden ser
mapeados uno-a-uno sobre el conjunp &si, he descubierto la diferencia entre un asi

llamado continuo y cualquier conjunto como la tidtad de los nimeros algebraicos reales.

81.

Regresemos a la ecuacion (1), que esta satisfechanmimero algebraica y que, bajo
las estipulaciones mencionadas, estd completardetgeminada. Entonces la suma de los
valores absolutos de sus coeficientes, mas el mimet (donden es el grado dev), sera

llamada laaltura del nUmerow. Designémosla coN. Esto es, en la notacion habitual:
N=n-1+ja|+fa+. +al. @)

Asi, la alturaN es para cada numero algebraico reaun entero positivo definido; a la
inversa, para cada valor integral positivoNlaay solo finitos nimeros reales algebraicos
con alturaN. Sea@(N) este numero; entonces, por ejemppl) =1, ¢(2)= 2; ¢ (3= 4
Los nameros del conjuntfw), i. e., todos los numeros reales algebraicos,guedtonces
ordenarse de la siguiente manera: uno toma corpdreér nimerocy al nimero con la
altura N =1; permitase que log(2) = 2 numeros reales algebraicos con la althra 2

los sigan conforme al tamafo, y designémoslos @pmu,; éstos son seguidos por los
#(3) =4 nameros con altur&l =3, conforme al tamafio. En general, después de gos to
los nimeros enw) hasta una cierta alturdl =N, han sido enumerados [abgezahlt] y
asignados a un lugar definido, los nimeros algetssaieales con la alturisl = N, +1 los
siguen conforme al tamafio; de este modo uno ob#&nmnjunto (w) de todos los

nameros algebraicos reales en la forma:



Con respecto a este ordenamiento [Anordnung], urede hablar deV-ésimo numero

algebraico real; ni un solo miembro del conjunteiti omitido.
8§2.

Supolngase que tenemos una secuencia infinita derngmeales

Wy Wy L, 5o (4)

donde la secuencia esta dada de acuerdo con @ralgyi y donde los niameros son

distintos el uno del otro. Entonces en cualquiterialo dado(a...8) puede determinarse
un nameron (y consecuentemente infinitos de tales nUmerdsjua no ocurra en la serie

(4); esto se probara ahora.

Vamos al final del intervalda...5), que nos ha sido dado arbitrariamente y en el
que a < S; los primeros dos numeros de nuestra secuencguélyacen al interior de este
intervalo (con la excepcién de los limites) puedendesignados par', ', permitiendo
gue a'< B'; similarmente, designemos a los primeros dos ngsnde nuestra secuencia
que yacen al interior déa'..") con a",B", y seaa"<B"; y del mismo modo uno
construye el siguiente interval@™..,8 "), y asi sucesivamente. Aqui, por tandd,a"...

son, por definicion, numeros determinados de naiestcuencia (4), cuyos indices estan

continuamente aumentando; lo mismo vale para laeseia ', £"... Ademas, los
nameros a',a",... siempre estdn aumentando en tamafio, mientras apuedmeros
B.B".. siempre estan disminuyendo en tamafio. De los vt
(a..0),@'..B)a".B"),., cada uno encierra a todos aquellos que sigueoraAlaqui

solamente dos casos son concebibles.

O bien el nimero de intervalos asi formados es finitogeyo caso sega™...3V)

el ultimo de ellos. Ya que en su interior puedeenablo mucho un nimero de la secuencia

(4), de este intervalo puede elegirse un numgrque no esté contenido en (4), de este

modo probando el teorema para este caso.



O bien el nUmero de intervalos construidos es infinitotoBoes los ndmeros

a,a',a",..., debido a que siempre estan aumentando en tanmaitoeser en lo infinito,
tienen un valor limite determinado®; lo mismo vale para los namerg8,S3'.8", ...,

porgue siempre estan disminuyendo en tamafio./®eau valor limite. Sia® = 8 (un
caso que ocurre constantemente con el conj@ajo de todos los numeros algebraicos
reales), entonces uno facilmente se persuade &iomsi echa un ojo a la definicion de
los intervalos, de que el nimem=a” =3 no puede estar contenido en nuestra
secuencia;pero sia” < £, entonces cada nimerpal interior del intervala®...3”) o

también sobre sus limites satisface el requerimiet® que no esté contenido en la

secuencia (4).

Los teoremas probados en este articulo admiteangrines en varias direcciones,

de las que aqui mencionaré solamente una:

“Si w,w,,..w,,.. €s una secuencia finita o infinita de nUmerossprelinealmente
independientes entre si (de modo que ninguna &ouacde la forma
aw +aw,+...+aw, =0 es posible con coeficientes integrales que nostoésaparecen),
y si uno imagina al conjuntqQ) de todos aquellos nimeroQ que pueden ser

representados como funciones racionales con ceeffgs integrales de los nimeros dados

w, entonces en cada intervalo...s) hay infinitos nUmeros que no estan contenidos en

Q).

De hecho, uno se persuade a si mismo medianteétadonde prueba similar al que

esta en 81 de que el conjur{@) puede concebirse en la forma secuencial

Q,,0,..9, ..

\

desde donde, en vista de 82, se sigue la exadifueorema.

!Siel nimera/] estuviese contenido en nuestra secuencia, entancetendria qué) = w,, dondep es un

indice definido. Pero esto no es posible, porggeno yace al interior del intervaltﬁa’(p)...ﬂ(p)), mientras
que, por definicion, el nimerg si yace al interior del intervalo.



Un caso bastante especial del teorema citado ésuidonde la secuencia
Q,w,..q),,... es finita y el grado de las funciones racionaigss producen el conjunto
(Q), esta estipulado por adelantado) ha sido probadarriendo a principios galoisianos,

por el sefior B. Minnigerode (véaskath. Annalen, vol. 4, p. 497).



