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La logica, como es sabido, fue establecida conzaiencia por Aristoteles. Todo
el mundo ha oido hablar del silogismo aristotél@aorante toda la Edad Media, las figuras
silogisticas de Aristoteles constituyeron el comterprincipal de la logica. Se dice que
Kant observo alguna vez que la légica era la Unieacia que no habia hecho ninglin
progreso desde la antigliedad. Quizas esto era eieraquel entonces, pero hoy en dia ya

no lo es.

Pues los tiempos recientes han sido testigoseterobllo del calculo de la logica,
como se le llama, o de la légica matematica, uadaeque ha ido mucho mas alla de la
I6gica aristotélica. Ha sido desarrollada por mat@uos, y los filésofos profesionales han
tenido muy poco interés en ella, presumiblementeqy® la encuentran demasiado
matematica. Por otra parte, la mayoria de los matieas también han tenido poco interés

en ella, porque la encuentran demasiado filosofica.

No pretendo ofrecer una exposicion precisa de istom de esta disciplina.
Menciono los nombres de Leibniz, Lambert, Booleird®e Macfarlane, y Frege. El
matematico aleman Schrdder escribié un extensoajoatlgebra der Logik (tres
volimenes189Q 1891, 1895, que es muy valioso. Una tendencia distinta fizaeigurada
por el matematico italiano Peano, asi como por ésremidadosa y detalladamente
desarrollada por los ingleses Russell y Whiteh&zstios escribieron un extenso trabajo,
Principia Mathematica(191Q 1912 1913, en el que pretenden desarrollar todas las
matematicas como una parte de la l6gica matemddealos autores mas recientes me
gustaria mencionar a Lowenheim, Behmann, Schénfidtevistek, Ramsey, y Langford.
Por ultimo, también pertenecen aqui algunas deinkasstigaciones de Hilbert y sus
colaboradores, Bernays, von Neumann, y Ackermanbreslos fundamentos de las

matematicas.

Antes que nada, me gustaria discutir una de ldasspmas simples del calculo de la
l6gica, el calculo idéntico, con cierto detalleteEpuede desarrollarse como un célculo de
clases o regiones (digamos, en un plano). Consiiraina totalidad de objetos; a esta
totalidad se le llama la clase universal y estétiata por 1. Por el otro lado, ha de haber
una clase nula, 0; no contiene ningun elemento bmolato. Sia y b son dos clases

arbitrarias, puede suceder que cada objeto ocdoiena también ocurra eb; para tal
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relacién escriboa<b. Si tantoa<b como b<a, escriboa=b. De las clasea y b
podemos separar la mayor parte comun; esta clasedemotada porb. Asimismo,
podemos combinar los objetos ocurriendoaeo b en una clase, que serad denotada por

a+h. Finalmente, los objetos que no ocurreradorman una clase, que denotaremos por

a. Entonces podemos desarrollar un algebra en la guecurre como la relacion
fundamental y [en la que] tenemos las tres opemasiamencionadas. Entre otras, se

sostienen las siguientes leyes:
O<a,asl,a<a,aa=0,ara=l ax a b a b a
a(btg=abt ac at bec( & & X

y, ademas, las reglas de inferencia
(asb(b<g - (a< ¢, (= abdipr (& H & P

(a+b=< o Ui (as (b= 9.

Debemos observar, no obstante, que las operaaienesiltiplicacion idéntica y de

adicion idéntica también pueden extenderse a ureralnmfinito de operandos. Por el

producto idéntico|_| a, de un namero arbitrario de clasas, dondex se extiende sobre
K

un cierto suministro de valores, entendemos laeckis todos los elementos que son

comunes a toda, . Por la suma idéntic® a, entendemos la clase de todos los objetos
K
que ocurren en al menos una dedas

No me detendré mucho en este célculo, pero merasmostrar, a modo de
ejemplo, cdmo pueden resolverse en él ecuaciomgsriendo incdgnitas. Si esta dada una

ecuacion de la forma
ax+bx=0

(cada ecuacion puede llevarse a la forAm 0, y cada sistema de ecuaciones simultdneas

puede escribirse como una sola ecuacién), encoosragoie ab=0 es la condicion



necesaria y suficiente para la existencia de uh&igo, y que la solucién general esta dada

por
X = au+ by
dondeu representa una clase arbitraria.

Prueba. ab=ah x+ 3= abx abx ax bx0. Si ax+bx=0,entonces
x=(a+a x= ax+ ax ax by ya que tantoax como bx son iguales a 0. Por lo tanto,

cada solucion tiene la formaau+bu. Si x=au+bu, se sigue, cuando

ab=0, ax= aaw abus 0.

Pero también podemos resolver ecuaciones conmemlcompletamente arbitrario

de incognitas. Por ejemplo, esté dada la ecuacion
Za/l X/i +Z a,u,v_x“_x( :0 (%v = g‘,,u)’
A y78%

donde los subindices varian sobre un suministro dadvalores; asimase que estan dadas

las clases pero que lag son incognitas. Aqui, encontramos que
22,338, =0
1w
es la condicidén necesaria y suficiente para laexisa de una solucion, y que
X, = a(y, +2.34(3 +u))

es la solucién general.

Otro ejemplo es

>a,, (X% +%x%)=0 (a,=4a,),

donde el primo sobrei significa que ¢ y v siempre tomaran distintos valores. La

condicién necesaria y suficiente para la existedeiana solucion aqui es



2P =0,

dondeP varia sobre todos los posibles productos finim$od coeficientea en los que los

pares de subindices,v forman un ciclo con un nimero impar de términas.tBnto, esto

muestra que en tales problemas nos vemos llevapesudiares cuestiones combinatorias.

Pero no consideraré con mas detalle problemastdetipo; mas bien, procederé a

discutir las nociones generales y las operacioads thgica matematica mas reciente.
Las nociones fundamentales de la l6gica matemswicdas siguientes:
(1) Proposiciones; verdaderas y falsas;

(2) Funciones proposicionales de variables; pdgmes (clases) y relaciones
(relaciones y correspondencias).

Las operaciones légicas son
(1) Las elementales: conjuncion, disyuncion, yaosan;
(2) Las mayores: “todos” y “existe”.

Asumimos que, si una oracion tiene sentido, eglagmra o falsa. Si una
proposicion expresa algo sobre un objete entonces la escribo coma(x) — puede
suceder que tenga sentido para todos los valonesielgtro de un cierto dominio. Entonces
decimos queA(x) es una funcion proposicional sies una variable que puede tomar
valores arbitrarios en ese dominio. Si un valoeeHjro es sustituido pos, obtenemos una
proposicion que serd verdadera o falsa dependidedtas circunstancias. De manera
similar podemos formar funciones proposicionales dies, tres, o mas variables:
A% Y), A X ¥ 2,.... Si un valor especifico es sustituido goen A(X, y), obtenemos una
funcion proposicional dg solamente; si valores especificos son sustitydo asi como
pory, obtenemos una proposicion. La funcion proposalitxes un nimero primo” es una

funcion P(x) de x; por ejemplo, P(3) es verdadera perd(6) es falsa. La funcion
proposicional X ey son relativamente primos” tiene dos argumentos pa&8 y y =15,

por ejemplo, produce una proposicion verdaderarg p=6 y y =21 una falsa.



Una funcion proposicional comé(x) representa lo que se llama una “propiedad”;
decimos que los objetospara los cuale#\(x) se vuelve una proposicion verdadera forman

una “clase”. Las funciones proposicionales de gar&iables representan “relaciones”.

Las tres operaciones elementales son aquellaemed lenguaje ordinario estan
dictadas por las palabras “y”, “0”, y “no”. En latacion de Schrdder, las proposicionAs “

asi comdd”, “o Ao B, y “no A”, dondeA y B son proposiciones dadas, se escriben como

AB, A+ B y Arespectivamente.

Por lo tanto, la expresiém+ B significa “o noA o B". Esto es claramente lo
mismo que “siA vale, también lo hac8”, o “de A, se sigueB”. A esto se le llama
implicacion, y es por tanto reducible a las prirsetees operaciones mencionadas. La
disyuncion, ademas, puede reducirse a la conjunci@megaciéon, porqué + B significa
lo mismo queAB.

Estas operaciones elementales son claramentalalpsdtanto a proposiciones como
a funciones proposicionales. Las dos operaciong®oms, expresadas con las palabras
“todos” y “existe”, son, no obstante, Unicamentdéicaples a funciones proposicionales.
Tienen el efecto de que para una 0 mas variabdesuistituciones se vuelven imposibles,

las variables siendo transformadas desde “real8gires” en “aparentes” o “acotadas”.

Si A(X) es una funcion proposicional, podemos formar tapgsiciones ‘A(x) es

verdadera para todd y “existe unx tal que A(x) es verdadera”; siguiendo a Schroder,

escribimos éstas comﬂ A(X) y ZA(X), respectivamente. Claramente, aqui no puede
hacerse ninguna sustitucion porpor lo tantox se ha vuelto una variable aparente, justo
como una variable de integracion. A partir de wnecion proposicionalA(x, y) podemos

primero formar las funciones proposicionaleﬂ A(X, y),z A% }),rl AXY, Y
y y X

ZA()g y); las primeras dos son funcionesxdgero no dg), las ultimas dos son funciones

X

de y. Desde estas, entonces, pueden a la vez formaase pltoposiciones



MTTAX Y,.> ] A% Y.y asi sucesivamente. Inmediatamente vemos quepfmsicion
Xy Xy

> TTA(X y) significa que existe urtal que, cuando estepermanece constanté(x, y)

Xy

es verdadera para togiomientras que la proposicidn] > A x (y, slgnifica que para cada
y X

existe unx, que en general depende getal que A(x y) se sostiene. Desde luego,

podemos formar proposiciones corﬂ(A(x)z B(x ), Yy asi sucesivamente.
X y

Aqui van algunos simples ejemplos de la aritmética

X<y, 2Ty, [TX< (= 3+ (¥ 2,

donde las variables se extienden sobre la secueecialimeros naturales. La primera
proposicion significa que para cada nimero exisig mayor, la segunda que existe un
menor namero natural, y la tercera que entre tda®s1Meros que son mayores que

existe uno menor.

Ahora no so6lo podemos ofrecer una formulacion ipaeca proposiciones
matematicas, sino también representar pruebas rattasicomo transformaciones de tales
expresiones légicas de acuerdo con ciertas re@tasejemplo, tenemos las reglas

x

[TAB(x) 2 AIIB(x), 3(4 + B))= A + ZB(z

x

II(4 + B(x)) 2 4 + IIB(x), ZAB(z) < AZBlx

X

117;1(;17) 22ZA(x), 2A(z) = IT4 (z).

Pero no entro en esto mas profundamente, especitdrporque creo que es posible
tratar con problemas de deduccion de otro modo,aoégeniente, al que regresaré en un

momento.

Si estan dadas ciertas funciones proposicionjalet® con un rango para los valores
de las variables, estamos en posicion de formasdaleellas, otras funciones
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proposicionales y proposiciones por medio de lasccoperaciones légicas. Los valores de
las variables pueden llamarse “individuos”. Las cfanes proposicionales y las
proposiciones que tienen individuos como argumentes las que “todos” y “existe” se
aplican Unicamente aindividuos variables a menudo son Illamaddsinciones
proposicionales de primer ordgnproposiciones de primer orderespectivamenteDebe
notarse, sin embargo, que la construccion logicardposiciones no termina aqui. Pues
podemos tener una funcién proposicional variableuaa expresion proposicional, y

entonces “todos” y “existe” también pueden apliea®lla. Asi, por ejemplo,
[MTU)+V(X),

dondeU y V son funciones proposicionales variables, es uopgsicion sobré&) y V; esto

es, la expresion es una funcion proposicional dépanlégico mayor, teniendo funciones
proposicionales de primer orden como argumentoso Ra&mbién podemos obtener
funciones de un tipo mayor cuyos argumentos sigiemo individuos. Un ejemplo simple

es
U EUY) +URU(Y);

esta expresion representa una funcién proposicmnals argumentos sorey, ya que en
ella el cuantificador universal gobierna a la fémcproposicional variablg. De este modo
se hace muy complicada la construccion de funcipn@sosicionales, y no puede negarse
gue surgen cuestiones muy dificiles de respondeftofos” y “existe” se aplican a
funciones proposicionales variables, surge la @uesgcual es la totalidad de todas las
funciones proposicionales? Me parece que aquilelalos concepciones cientificamente

sostenibles, a saber:

1. Podemos empezar desde ciertas funciones peoptaes primitivas realmente
dadas, es decir, listadas. Otras funciones se fodeade éstas, primero, por medio de las
cinco operaciones de un modo tal que “todos” y s&Xi se apliquen Unicamente a

individuos. Esto produce la totalidad de funciopesposicionales del primer nivel (las

! Se entiende, desde luego, que en todas estasiex@e las operaciones légicas se utilizan solaenamt
numero finito de veces.



funciones de primer orden). Una vez formada estdidad, es significativo, por una parte,
formar funciones cuyos argumentos sean funcionepriaeer nivel; por la otra, podemos
formar funciones que tengan individuos como arguoerpero que resulten de la
aplicacion de “todos” y “existe” a funciones deinper nivel. Asi, obtenemos funciones del
segundo nivel, pero de dos tipos esencialmententtist Siempre que las funciones
constructibles de un cierto “nivel”, o “tipo”, seagunidas en una totalidad, se hace posible

la formacién de nuevas funciones.

2. Podemos intentar introducir la nocion de fungadoposicional (que, después de
todo, corresponde con bastante precision a la nod& “conjunto”) por medio de una
axiomatizacion, justo como axiomatizamos la teddaconjuntos. Entonces los axiomas se
volveran proposiciones de primer orden, ya queolgetos de la axiomatizacion (aqui las
“funciones proposicionales”, en la teoria de cotgarnos “conjuntos”) asumiran el papel
de individuos. Entonces las relaciones entre argtosey funciones apareceran en la
axiomatizacién como funciones primitivas, justo cola relacione (elemento de) aparece

como funcidn primitiva en la teoria de conjunto®eética.

Me permito aqui una observacion sobre la relaerdre las nociones fundamentales
de la l6gica y las de la aritmética. No importairdroducimos la nocion de funcién
proposicional de la primera o la segunda manera,emfrentamos a la idea del nimero
entero. Pues, incluso cuando la nocion de funcidopgsicional es introducida
axiomaticamente, tendremos que considerar (porpdgeran investigaciones relativas a la
consistencia) qué podemos derivar al utilizar ®raas un namero finito arbitrario de
veces. Por otro lado, no es posible caracterizacaente la secuencia de nimeros sin la
nocion de funcién proposicional. Pues tal cararaeion debe ser equivalente al principio

de induccion matematica, y éste dice lo siguiesitema funcion proposicionad\(x) vale
parax=1y si A(x+1) es verdadera siempre qu&x) es verdadera, entoncex) es

verdadera para cadaEn signos, adquiere la forma

|:|(tTl)+zu ()U (x+ D)+ TU (¥))
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Esta proposicion claramente involucra a la totalida funciones proposicionales. Por lo
tanto, el intento por basar las nociones de lac&gbbre las de la aritmética, o viceversa,
me parece estar equivocado. Los fundamentos pdrasadeben fijarse simultdneamente y

de manera interrelacionada.

No entraré mas profundamente en estas dificilestiunes; en su lugar, indicaré
cémo los problemas de deduccion para proposicidagzimer orden pueden reducirse a

un problema de aritmética combinacionallUSy V son proposiciones de primer orden y si

planteamos la cuestion de\ése sigue d&J, esto es equivalente a preguntaUS_/l es una
contradiccién o no. Es por tanto evidente que telzende de si somos capaces de decidir

si una proposicion de primer orden dada es comti@ti 0 no.

Esté dada una proposicion de primer ordgi\, B, C,...), donde A B, C,... son las

funciones proposicionales dadas ocurriendo en B#mo a éstas funciones primitivas.
Puedo asumir quétiene la forma

Nr-2>-T1M- V&KX, .% Y 2

X N Y2 4 5

Este axioma obviamente significa quexsix,,...,z, z,... estan arbitrariamente dadas, es
posible introduciry,, Y,,...,u,,4,,... donde lasy dependen uUnicamente de laslas u

Unicamente de lasy lasz, y asi sucesivamente, y determinar los valoreged#gad de las

funciones A, B, C,... para estos argumentos de un modo talluesulte ser verdadera. Ya

gue no importa qué notacion utilicemos para lodelos, podemos introducir el siguiente
simbolismo, que probablemente es mas ventajoso gasiatodas las investigaciones. En

lugar de vy, V,,..., escribo f(x,X,,...),f,(x,%,...),... en lugar deu,u,,..., escribo
0,(%, %-v%4,%,...),8 (%, %,...., 2, Z,...),.. Y asi sucesivamente. La proposicion de

primer orden dada entonces significa que

U (X, Xeees £ (%000 )y T (K%, 00)s e 12 s
g &,.z2..00 & ...2 ,.)..)

es verdadera para valores arbitrariosxge,, ...,z , z ,... dentro de un cierto dominio.
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Si ahora queremos investigar si este axioma edfagable o no, podemos proceder
como sigue. Formemos, partiendo desde el simbolo 10s simbolos
f,(0,0,..).f, (0,0,...),..9, (0,0,..9, (0,0Q),....,y asi sucesivamente. Se dira que O es el
simbolo-individuo del nivel 0, mientras que se djtée los simbolosf,(0,0,...), etc., son

del primer nivel. Una vez definidos los simbolodiiduos hasta eh-ésimo nivel, los

simbolos del(n+1)-ésimo nivel seran aquellos que resulten de lar¢ise de simbolos
hasta eln-esimo nivel como argumentos en las “funcionds’f,,...,9,,d,,... Y que no

estén ya ocurriendo entre los simbolos del nivélaSta el niveln. A las secuencias

X, %, 7, % ,... formadas por los simbolos hastanedsimo nivel las llamo secuencias de

argumentos deh-ésimo nivel. Ahora debemos intentar asignar valaelas funciones

A B,C,... de un modo tal que, para cada secuencia de arg¢psnen turnoU resulte

verdadera. Para traducir todo al lenguaje matematicinario, denoto a los valores
proposicionales “falso” y “verdadero” con 0 y 1spectivamente. Si ahora denoto al valor

de verdad dé con WA, valen las siguientes relaciones:
W(AB)=min(wA wB, W A B=max(WAwB, y WA t w
Es asi que llegamos al siguiente problema puranagitiectico.

A B,C,... son funciones de un numero finito de argumentagden tomar
Unicamente los valores 0 y 1. AdemB@ses una funcion construida desédeB, C,...(éstas
estando escritas con ciertos argumentos) por niedlas operacionesin, max, y +; los
argumentos sorx, %,....%4,%,..., § (%,%,...),....d (X.% ,...Z,Z ,...).. Ya que todas las
secuencias de argumentos mencionadas arriba veesen sucesivamente sustituidas por

X, %,%,%,... €l punto es asignar valoresAB,C,... de un modo tal qu& tome el

valor 1 para cada secuencia de argumentos.

Primero, ponemos 0 pox, X,,....Z,%,... Quiza en este punto ya sea imposible
asignar valores &, B,C,... de un modo tal qu& =1. En ese caso, la proposicion de

primer orden no es satisfacible; hay una contra@hicdSi no, existen algunas elecciones de
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valores paraA, B, C,... tales queU tendra el valor £.A estas posibilidades las llamo
soluciones del primer nivel. Después tenemos quertar todas las secuencias de
argumentos del primer nivel. Quiza en este punt isgposible elegir valores para
A B,C,... de un modo tal — los valores para las distintasesgcias de argumentos deben
elegirse, desde luego, en concordancia unos com siEgmpre que estas secuencias tengan
simbolos en comun — qué siempre ser&1; si es asi, tenemos una contradiccion. Si no,
de nuevo debe haber algunas posibilidades disgsitds llamo soluciones del segundo
nivel. Cada solucion del segundo nivel es la comttion de una solucién del primer nivel,
en el sentido de que contiene tal solucién en @ltinuamos indefinidamente de esta
manera. La cuestion importante ahora es si hayisoles de un nivel arbitrariamente alto
0 si para un cierta no existe solucion del-ésimo nivel. En el Gltimo caso, la proposicion
de primer orden dada contiene una contradiccionelEprimer caso, por otra parte, es
consistente. Lo que sigue aclararad esto. Cada comseia del axioma resulta de usos
repetidos y combinados de él. Cada teorema deripadde, por tanto, formularse como

una proposicién formada por medio de las funcioke8,C,..., y en estas funciones
ocurrirdn, por un lado, simbolos indeterminadag®,c,... y, por el otro, simbolos
adicionales que han sido obtenidos desde éstosugtituciones posiblemente repetidas en
las expresiones funcionale§, f,,...,9,,9,,... Cada proposicion asi debe, no obstante,
conservar su validez cuanda,b,c,... sean todos reemplazados por 0. Asi, si una
contradiccion es derivable, debe ser demostratdecantradiccion en la que ocurran tanto
0 como los simbolos obtenidos a partir de O potitss®nes enf, f,,...,0,,0,,... hasta,

digamos, eln-ésimo nivel. Por lo tanto, no puede existir ningusolucion deln-ésimo

nivel.

Para estar seguros, este procedimiento es infpét@ hay algunos casos en los que
es posible hacer finito al procedimiento. Por ejlemesté dada una proposicion de primer
orden de la forma

MN>-SUX Yl )

Yo

2 Es conveniente escribly como una alternacién de términos construidos pedionde la negacion y la
conjuncion (expansion booleana).
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Aqui, en lugar de f,(0),f,(0),...,f, (0) simplemente escribal,2,...nen lugar de
f,(1),....f, (1).escribo n+1,...,n; en lugar de f,(2),...,f, (2)escribo 2n+1,...,hhy asi
sucesivamente hasta que, en lugarfde),..., f. (n),escribon® +1,...,n* + n. Primero, sea 0
sustituido poix y por tantol, 2,...n por y,, Y,,..., ¥, respectivamente; entonces los valores
que pueden elegirse paws B, C,... como para hacer qug =1 produciran, cuando son

tomados juntos, ciertas alternativég0, 1,...,n),..., 4n (0, 1,...,n). Cuando en el siguiente

paso los valored,2,...n son sustituidos pox, las Unicas posibilidades que entonces

tenemos son aquellas que resultan cuando unaaditerty; (O, 1,...,n) es compatible, para
cadar en la secuencia, 2,...n, con al menos una de las alternatitagr, rn + 1,..., ¢
+1)n). Seanit,’ (0, 1,...,n) aquellas de las alternativdlg0, 1,...,n) para las que esto es el
caso. Si la continuacion al siguiente nivel eslgesias Unicas alternativag(r, rn + 1,...,

(r + 1)n) que tienen que ser consideradas sortlfgs, rn + 1,..., f + 1)n). Ahora, de
nuevo, seartl;""(0, 1,...,n) aquellas que, de entre las alternati¥&40, 1,..., n), son
compatibles, para =1,2,...n con al menos una de las alternatiyggr, rn + 1,..., ¢ +
1)n). Entonces Unicamente 185 (r, rn + 1,..., { + 1)n) tendran que ser consideradas, y
seany;”""(0, 1,...,n) aquellas que, de entre las alternati¥gl$, son compatibles, para
r=1,2,..n con al menos una de las alternatiggs(r, rn + 1,..., ¢ + 1)n). Y asi

sucesivamente. Ya que so6lo un numero finito dereltvas esta disponible, este proceso
debe realmente terminar; esto es, después de upradmito de pasos llegamos a un

numeros tal que las alternativas®™ son las mismas que |85°. Puede ser que, en este

punto, no esté disponible ninguna alternativa redsese caso, la proposicion de primer

orden dada es contradictoria. Pero, si hay al manaesalternativa(®, la proposicién de

primer orden es consistente. Porque entonces reeomus que es posible, para cada nueva

secuencia de argumentos de las variables indiwadual y,...,y, ,que formen una

alternativa correspondient&¥(x, yi,..., y») que sea consistentemente compatible con las
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alternativas(® establecidas para las anteriores secuencias dmengps. Que esto sea tan

simple aqui se debe al hecho de que una secuem@egdmentoR,, deln-ésimo nivel,
qgue no ocurra ya en ¢h—1)-ésimo nivel tiene un elemento en comun Unicameoreuna
sola secuencia de argument®s, , del (n—1)-ésimo nivel, si ignoramos las secuencias de

argumentos de niveles por encima detsimo. Por lo tanto, la determinacion de las

funciones A, B, C,... paraR, es independiente de la determinacion de estagohewx para

todas las secuencias de argumentos anterioreta Goica excepcion dg_ .

Ejemplo 1. Investiguemos si la proposicion de primrden

M2AX Y+ AXRAYY)

es 0 no es contradictoria. Aqui podemos poner ¥ gose pone 0 pof, y en generah+1

pory cuandan se ponga pax.

En la formulacién aritmética, el problema es: stigar si es posible determinar la

funcion A(x, y), cuyos valores deben restringirse a 0 y 1, de odontal que para todg,

n=0,12,...
max(A(n,n+ 1), minA(,n), ¥ A+ L+ 1))F :
Aqui, las alternativag;(0, 1) son estas dos:
41(0, 1):A(0, 1) = 1:81,(0, 1):A(0, 0) = 1,A(, 1) = 0.
Por lo tanto
U1(1, 2):A(1, 2) = 1;4x(1, 2):A(1, 1) = 1,A (2, 2) = 0.

Asi, aquitly(0, 1) es compatible tanto céf(1, 2) como conly(1, 2), mientras que
115(0, 1) es compatible unicamente cgi(1, 2). Pero, ya que amb&g0, 1) se pueden

continuar y al mismo tiempo ambgg1, 2) pueden ocurrir como continuaciones, en este
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punto lasil;” ya coinciden con la;. Por lo tanto, la proposicion dada es consistedte.

efecto, desde ya obtenemos una solucion del prablentmético si establecemos

A(n, n+1)=1 para todm, sin importar qué valores tenga, por lo demagiraion.

Ejemplo 2. Examinemos si la proposicion de prioreen

MS(AX VBB Y+ AXXAyYyBY

€s 0 no es consistente. Aqui obtenemos

£1,(0, 1):A(0, 1) = 1,B(0) = 1,B(1) = 0,
$1,(0, 1):A(0, 0) = 1,A(1, 1) = 0,B(1) = 0

como alternativas del primer nivel. Por lo tanto

$6(1, 2):A(1, 2) = 1,B(1) = 1,B(2) = 0,
$1,(1, 2):A(1, 1) = 1,A(2, 2) = 0,B(2) = 0.

Aqui, 43(0, 1) es compatible cofly(1, 2) pero no corili(1, 2); 4>(0, 1) no se puede
continuar en absoluto. Asi, sélo hay uh&0, 1), a sabetf;(0, 1); pero no ocurre ninguna

i4;”" en absoluto. Por tanto, la proposicion contiena contradiccion.

Hay algunas otras proposiciones en forffha que pueden ser tratadas de un modo

exactamente analogea

1-T12-2U XXy Yo

yl yn

tal proposicion de primer orded. Esta puede escribirse de un modo tal que solo
necesitemos tomar en consideradaistintoselementox. Ese es inmediatamente el caso si

% Antes demostré1020 que el problema de si una proposicién de primideZ es o no es satisfacible
puede reducirse a la misma cuestion para una goifosle primer ordeZ “~ en forma[] 2. .
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la verdad déJ para dox idénticos siempre se sigue de la verdad) geara distintox; de
otra manera, podemos transformar la proposicioanSe,...,x,, m individuos distintos;
sean &Y,... &MY t=1,2,..m" las distintas permutaciones con repeticiones desest
individuos tomados a la vez. De acuerdo con la proposicrexiste entonces, para cada
secuencia &Y,...&", una secuencia de individuosy",...y" tal que

v G

U(EY,....&0 yY | ...yY ) es verdadera. Ahora sea

Voo X W o ™ ™)
=U &Y 80Ty e LER Py

Entonce<Z obviamente puede escribirse asi:

M S SV Oty o ™)

ey ™

donde ahora solamente las diversasbinacionesle individuos tomados a la vez desde

el dominio en cuestion han de ser sustituidas>por.,x,. Por lo tanto, sélo necesitamos
considerar proposiciones de la forma recién meadanpor ejemplo,

22U (% Xy Yo )

XoeXm M W

Con el fin de investigar la satisfacibilidad, podes primero sustituir los simbolos
1,2,..m por x,..,%, Y los nimerosm+1,...m+ n por y,,...,Y,; esto produce la
secuencia de argumentds2,...m+ n del primer nivel. Después, formense y ordénense
(digamos lexicograficamente) todas las combinasode los numerodl,2,..m+n
tomadosm a la vez que difieren de la combinacify2,...m. A la primera combinacion
asignémosle los niameras+ n+1,...,m+ 2n como valoresy; a la segunda asignémosle
como valoresy los niumerosm+2n+1,...,m+ 3r; y asi sucesivamente. De esta forma

obtenemos las secuencias de argumentos del segineloDespués formemos todas las
nuevas combinaciones de todos los numeros, tonradota vez, que hemos considerado
hasta ahora (esto es, todas las combinacionesodagia no han ocurrido como valores
para lox); y asi sucesivamente.
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Ahora hago la asuncion de que todas las funciprigstivas ocurriendo en nuestra
proposicion de primer orden poseen al menmossimbolos de argumentos distintos;
entonces es posible decidir la cuestion de sailislidad por un procedimiento finito. Esto
se debe al hecho de que cada secuencia de arggnaglte-eésimo nivel tiene, si

descartamos secuencias de argumentos de nivelesreasayin sistema de argumentos

a,...,a, en comun con solo una sola secuencia de argumeeit0s—1) -ésimo nivel.

Sean¥;(a,....a,.h,....n ) las alternativas que son posibles para la secueatei
argumentosa,,...,a, .0 ,...,n, donde todos loa y b son simbolos distintos. Ademas, sea la
secuenciac,...,G, cualquiera de las combinaciones, de los simbalgs.,a,,h,....h,
tomadosm a la vez, que son distintas de la combina@gn.,a,; con cada combinacion
tal asociamos una secuenai,...,d, de n simbolos distintos de un modo tal que las

secuenciad,,...,d, y d,,...,d que corresponden a dos combinaciones distigtas,c,

seancompletamentéistintas y que todos laksean distintos de todos lasy b. Entonces

tenemos que elegir del conjunto de alternativas(a,...,a,.h.....5, ) aquellas
2.(a,,....a,,0,...0 ) que, para cada combinaciép...,c,, sean compatibles con al menos
una de las alternativaZij (c,.--,G,,d,....d, ) elegir de entre estas alternati\m;sde nuevo

las 2, (a,-.-,a,,h ... ) que, para cada combinacid...,c,, sean compatibles con al
menos una de las alternativa (c,,....G,.d,,...d, ; y asi sucesivamente. Justo como
antes, llegamos a un nimestal que las alternativa®®™ coinciden con la(® . Si en
este punto existen alternativ®®, la proposicion dada es consistente; de otro modo

representa una contradiccion.

Ofrezco un ejemplo sencillo. Asimase que en lagsicion

M2V %, y)

X Xy

U(x, %, Y) tiene la siguiente forma:
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AN Y A% Y+ Ax D A YAX)Y
ALY A Y %)+ A% YAYRI+H AX Yy Ay AX)YA R

Ya queU (x, %,, y) es simétrica con respectoxay X,, y U(x, X, YWU(X, %, Y)

esta contenida ed (x, X,, y), la proposicion dada puede enseguida escribir$z fenma

12V (%, %, ¥),

X% Y

donde el par(x, x,) debe correr a través de todos los pares desomertE dominio

considerado. Aqui 1, 2, 3 es la secuencia de angsielel primer nivel; las secuencias de

argumentos del segundo nivel son 1, 3, 4y 2, Bna de las alternativel, (1, 2,3) aqui es
20,(1,2,3), que significa A(1,3)=1 y A(3,2)=0. Esta alternativa es compatible con
2,(1,3,4), es decir,A(1,4)=1y A(4,3)= 0, asi como cor,(2,3,5), es decir,A(2,5)=1

y A(5,3)= 0. Esto inmediatamente prueba la consistencia.

Si por otro lado estuviese dada la proposicion

1 2A0 ) Ay %),

X Xy

entonces, por la regla de transformacién explieadba, se convertiria en

M>55S5TAX WAL %A% Y Ay 3
X% Y Yo Y3 Va
AX % AY x Ak ¥y Al X

Podemos entonces mostrar la consistencia de espagicion por el método sistematico;

pero es mas sencillo mostrar la consistencia geojposicién dada al elegir, para cada par
(X, %), uny mayor quex, y X,, y al tomar, en general\(x, y) =1 siempre quex<y

pero A(x, y) =0 siempre quex=y.
Si todas las funciones primitivas de la proposidit:

MM--T122U KXo Y o-e
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tienen al menosn+1 distintos simbolos de argumentos, la proposicBoansistente si y
sblo siU es consistente. Pues las distintas secuenciagguenentos que obtenemos
mediante el procedimiento aplicado en las pagi®at4lnunca tienen mas desimbolos
en comun, de modo que se asignan valores a lamfigscprimitivas para cada una de las
secuencias de argumentos, a medida que aparecesivameente, independientemente de
todas las otras.

Desde luego, es posible proponer problemas adi@sn relativos a las
proposiciones de primer orden. Una cuestion inggrteses si un axioma, 0 un sistema de
axiomas, dado como una proposicion de primer odleacategoérico decimos que es
categorica si es posible mostrar, para una ariaitpaoposicion de primer ordeti formada
por medio de las mismas funciones primitivas dlileque es verdadera o fafsa.
Recientemente 1026 19269 C. H. Langford ha ofrecido algunos ejemplos deesta
sistemas axiomaticos categoricos. De esto, me rjpusifrecer un ejemplo muy sencillo

pero, no obstante, no demasiado trivial. Consittersiguientes axiomas:
1. SR(x X),
2. I'Il‘yl R y)*+ Ry %),
3-|'x||'y||'ZI(R(x,y)+ Ry 2+ R x ),
4. |-| %m,
5.T] %R(y, X),
6.MNXR(x Y+ RX%2IRZY.

x oy

Si escribimosl (x,y) por R(x y) R y ¥, reconocemos, a cuenta de 3, gbgy)
siempre se sigue dé(x,y)®(x), donde ® es una arbitraria funcion proposicional de
primer orden que puede formarse deRde igualmente qued(x) se sigue dd (x, y)P(y).

Por lo tanto, la funcion proposicionamerece ser llamada “identidad” en el dominio de las

proposiciones de primer orden derivabledRkd&a quex ey ya no se distinguen cuando se

* Incidentalmente, la palabra “categérico” tambiénsliza en otro sentido.
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sostienel (x, y), es facil ver que los axiomas listados determumanrdenamiento de todos

los individuos en una secuencia abierta y densa.

Consideremos ahora la expresion

QU (X, %00 %, Y),

dondeU es una funcién proposicional elemental formadadelés Mostraré que esta
expresion, en virtud de los axiomas, siempre esvalgmte a una funcion proposicional

elementalV(x,...,X, ), esto es, que ambas siempre tienen el mismo daleerdad. Con el

fin de mostrar eso, por supuesto que soOlo necesitgiderar el caso en el queesta

construida Unicamente por medio de la negacidon golguncion. Ademas, conyuntos

proposicionales com&(x, ) pueden ser movidos a la izquierda del si@o. Si ocurre
y

el conyunto proposicionaR(y, y), la proposicion siempre es falsa. Si ocurre elyaoto
R(y, y), puede ser omitido ya que, a cuenta de 2, siepgprerdadero. Si permitimos que

ay,. 0,8, B, Vi s-¥, 9, ,..Q, denoten lox que tienen lugar ed, obtenemos

2R(@, ¥)--Ra,, WRYE)--R¥W, ) R, ¥R, YR ). Ry

R(a,B), R(yy,a), RB,0), y Ry J) se siguen de esta proposicion para tad#,y, yo.

Afirmo que, a la inversa, la verdad de la prop@sicy  se sigue de la conjuncion de todos
y

los R(a,B), Ry,a), RB,0), y Ry ©). Pues podemos imaginar que los subindices de las
letras se eligen de tal modo q&éa,a;) valga para todar, e igualmenteR(5,, 5) para

toda B, R(y,,y) paratoday, y R(J,9,) paratodad. Ahora son posibles cuatro casos: (1)

Tenemos R(a,,d,) Ry, 5,). Como R(y;,9,) se sostiene, existe, por 6, yrtal que se

obtieneR(y,4,) Ry;, Y), de donde facilmente podemos derivar la verdald geeoposicion

> . (2) R(a,9,)Ry,,B,) se sostiene. Entonces la proposicidh ya se sostiene si
y y
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sustituimos 5, por y. (3) TenemosR(a,,d,)R(y,,3,). Entonces la proposiciory se
y

sostiene si sustituimosy, por y. (4) R(a,,0,)Ry,.B,) se sostiene. SR(S,a,) es

verdadero, la proposicioly vale sia, o B, es sustituida poy. Si R(S,,a;) es verdadero,
y

existe uny tal que se obtieneR(5, y) R ya,), y de esto se sigue la verdad de la

proposiciony .
y

Es facil descubrir lo que puede responderse endsss mas simples en los que no

ocurren las cuatro de las secuenag,y, yo.
Por lo tanto, cualquier funcion proposiciorfgU (x,,...,%, ,y) es falsa para todg
y

verdadera para toda o ciertamente reemplazable por una funcion elésh&(x,..., X, ).

Si utilizamos la negacion, vemos que lo mismo vplra [JU(X,....X,,y). En
y

consecuencia, las variables aparentes ocurriendmanrarbitraria proposicion de primer
orden pueden ser eliminadas gradualmente. Cuamdsidha eliminadas todas excepto una,

la dltima eliminacion produce directamente el regld “verdadero” o “falso”.

Por este medio, espero haber ofrecido un pocomecaniento sobre algunos de los
problemas mas importantes de la l6gica matematica.
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