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Las nociones fundamentales de la l6gica que swelesiderarse como necesarias para los
fundamentos de las mateméticas (véase, por ejeMfiliechead y Russell 1910, 1912, y
1913 son, en primer lugar, las siguientes: las nho@@neposiciony funcién proposicional
de una, dos, o mas variables; las tres operacidaegl) conjuncién (expresada en el
lenguaje ordinario por medio de la palabra “y” olde palabras “— asi como —*), (2)
disyuncion(comunmente expresada por medio de las palabrdsefo— o —"), y (3)
negacion(indicada con la palabra “no”); y finalmente laciomes de Russell y Whitehead
de “siempre” y “a veces”. Estas dos ultimas noctomgpresan la idea de que una
proposicion valeen todos los casas enal menos un casagespectivamente. Decir que una
proposicion vale en al menos un caso es estahleeeproposicion existencial, y eso suele
hacerse por medio de la palabra “existe”. A lo dadg este trabajo utilizaré letras
mayulsculas como simbolos para funciones proposigende modo quA(x), B(X), ...
denotan funciones proposicionales de una varidgbe,y), B(x, y), ... denotan funciones
proposicionales de dos variables, y asi sucesiviamétdemas, empleo los signos de
Schroder 1890 para la conjuncion, la disyuncion, y la negactignmodo que, Ay B son
proposicionesAB significa la proposicion “tanté comoB”, A + B la proposicion “o bien

A o B’, y finalmente A la negacién deA. No obstante, Russell y Whitehead también
introducen la nocién de “funcion descriptiva”. Ufumcion descriptiva es una expresion
que tiene un significado inequivocamente deterntinas un tipo de nombre propio
funcional. Finalmente, de acuerdo con Russell yte#iead, es necesario introducir, como
un tipo deafirmaciones funcionalegroposiciones que valen de manera general. Decimo
que tenemos una afirmacion funcional cuando senafgue una proposicion vale para el

caso indeterminado.

Ahora bien, lo que quiero mostrar en este trabajto siguienteSi consideramos
los teoremas generales de la aritmética como afoiorees funcionales y tomamos como
base al modo recursivo del pensamiento, entoncebadiciencia puede fundarse,
rigurosamente, sin el uso de las nociones de “sreiny “a veces” de Russell y
Whitehead Esto puede igualmente expresarse como sigue:epusedinistrarse un
fundamento logico para la aritmética sin el usovaeables l6gicas aparentes. Para estar
seguros, a menudo sera ventajoso introducir vasahparentes; pero requeriremos que

estas variables se extiendan solo sobre dominiutodj y entonces, por medio de
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definiciones recursivas, siempre podremos evitausel de tales variables. Y esto se
aclarara en lo que sigue.

Incidentalmente, me gustaria remarcar que endezhliconsidero a todas las
funciones como descriptivas; las funciones propasétes estan Unicamente caracterizadas
por el hecho de que sélo pueden tener los dosesmltwerdadero” y “falso”, que, desde

luego, también estan entre las nociones légicadaimentales.

Considero las funciones descriptivas como nomprepios funcionales, esto es,
nombres propios cuyo significado depende de loetjjsanos para una o0 mas variables. Por
ejemplo, considero an“+ 1”, “el nUmero que sigue @&, como siendo el nombre de un

namero, pero uno que, dependiendo de lo que el§gracn, denota numeros distintos.

De acuerdo con Russell y Whitehead, funcionesriidisas como “el autor de
Waverley realmente no significan nada, y son simbolos merde incompletos. No me
parece que esta concepcion esté mas alla de tolda jplero incluso si fuera correcta para
las funciones descriptivas del lenguaje ordinano, necesitariamos adoptarla para las
funciones descriptivas de la aritmética.

Russell y Whitehead razonan como sigue: “El auterWaverley no puede
significar Scott; porque entonces la proposicioootBes el autor dé/averley significaria
“Scott es Scott”, y ésta es una proposicién coraplente vacia. Por el otro lado, “el autor
de Waverley no puede significar ninguna otra persona; porgagnces la proposicion
“Scott es el autor d&Vaverley seria falsa, lo que, como es bien sabido, nol easo.
Consecuentemente, “el autor\daverley no significa nada; es un simbolo incompleto.

Esta prueba, que tiene un caracter mas bien fit@sono me parece del todo
convincente. ¢Qué nos impide considerar “el auéoX'd— abreviemos esto cow(X) —
como un tipo de nombre propio variable? Entoncgsirsenente “el autor dé/averley
nombra a la misma persona que nombra “Scott”. Raralos nombres son distintos, y es
por eso por lo que la proposicion “Scott es el md®Waverley no puede reemplazarse
por la proposicién “Scott es Scott”. La Ultima posfTion es vacia, pero no la primera, y la
razén de esto es que uno ya sabe algo, de anteaw@ioa de la persona llamadx), ya

gue, después de todo, suele aceptarse que unapésde llamarsé(X) si y sélo si ellay
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nadie mas escribif. La informacion transmitida es, en mi opinion, desmo tipo que en
el siguiente caso: un hombre tiene dos nombresiqgeof y B. En un momento hemos
escuchado algo acerca de por ejemplo, que tiene cinco hijos. En otra amasnos
presentan al sefi@; y se nos dice qug es el sefioA. Esta proposicion, entonces, contiene
informacién acerca deé3, a saber, queB tiene cinco hijos, porque teniamos algln
conocimiento previo acerca de La proposicion B esA” es por tanto completamente
distinta de las proposiciones esA” y “B esB”; las Ultimas son completamente vacias,
pero la primera no lo es, si ya se sabe algo dsranto acerca d&pero no acerca dg, o

acerca dé pero no deA.

En lo que sigue, el signo de igualdad siempreehandenderse en el sentido de que
dos nombres o expresiones significan o designaridma cosa. Esto también da cuenta de
por qué considero como obvio que siempre puedalaapiguales por iguales, y hago

esto por todas partes.

Se toman como base las nociones de “nimero Hatucd “el nimeron + 1 que
sigue al numera” (asi, la funcién descriptiva + 1), asi como el modo recursivo del

pensamientd.

§ 1. ADICION

Deseo introducir una funcién descriptiva de dosades,ay b, que llamaré lsumadeay
b; la denoto com + b porque, par® = 1, ha de significar precisamente al nUmero ogaesi
aa, a sabera+ 1. Esta funcién, por tanto, ha de considerapseocya definida para= 1
para unaa arbitraria. Para definirla generalmente, sélo niexatefinirla parab + 1 para
unaa arbitraria, si ya se asume que esta definida pgpara unaa arbitraria. Esto se

consigue mediante la siguiente definicion:

Definicion 1.a+ (b+ 1) =@+b) + 1.

L En lo que sigue, el frecuentemente incomodo faemal de las funciones proposicionales se debechiche
de que este trabajo fue escrito como una espedealela [in Anschluss] al trabajo de Russell ytétteéad.
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Asi, la suma day b + 1 se establece igual al niUmero que sigaerd. Si, por lo
tanto, la adicion ya estd definida para valorestrarips dea para un cierto namerb,
entonces, por la Definicion 1, la adicion estarddé para arbitrarias parab + 1 y de este

modo definida de manera general. Este es un ejetipdo de una definicion recursiva.
Teorema 1. (La ley asociativa) (b+c) = (@a+b) +c.

Prueba. La proposicion vale para 1 en virtud de la Definicion 1. Asumo que vale
para un ciertac para valores arbitrarios dey b. Necesariamente, entonces, para valores
arbitrarios deay b,

(a+(b+(c+1)=a+(b+c)+1),

ya que, de acuerdo con la Definicionblt (c + 1) = @ + ¢) + 1. Pero de acuerdo con la

Definicién 1 necesariamente también
B)at(bro+1l)=@+(b+c)+1.

Ahora, de acuerdo con la asunciér; (b + c) = (a+ b) + ¢, por lo cual
(v)(@+(b+c)+1l=(a+b)+c)+1.

De acuerdo con la Definicion 1, finalmente tenemaosbién que
®)(a+b)+c)+1=@+b)+(c+1).

De (@), (B), (v). y () se sigue que

at(+(c+l)=@+tb)+(+1),

lo que prueba la proposicion para 1 paraay b no especificados. Asi, la proposicion vale
de manera general. Este es un ejemplo tipico dpmueda recursiva (prueba por induccion

matematica).
Lema.a+1=1+a.

Prueba. La proposicion vale para 1. Pruebo que vale paaat+ 1, asumiendo que
vale paraa. De hecho, obtenemos



@@+1)+1=(l+a)+1=1+6a+1)

en virtud de la asuncion hecha y de la DefiniciorAdi, la proposicién vale de manera
general.

Teorema 2. (La ley conmutativa} b=b + a.

Prueba. Como consecuencia del lema, la proposigilenparab = 1. Asumo que es
verdadera para arbitraria para un ciertb y después pruebo que es verdadera pard

paraa arbitraria. Esto se hace como sigue:
at(b+1l)=@+b+1=p+a)+1=b+(@+1)=b+(1+a)=(b+1)+a,

por el uso del Teorema 1 y del lema. La aserci@pgsicionala + b = b + a es, por lo
tanto, verdadera.

§ 2. LAS RELACIONES < (MENOR QUE) Y > (MAYOR QUE)

Estrechamente conectadas con la adicion estaeli&sanes “menor que” y “mayor que”,
denotadas con < y >, respectivamente. Ya que iimalltelacion es solo la inversa de la
primera, Unicamente necesita definirse la relasioksto suele hacerse por medio de una
variable I6gica aparente, con el uso de la nood@ich de existencia, o el “a veces” de

Russell y Whitehead. La definicion usual, de hetieog la forma

(a<b)=) (a+ x= 1,

donde el signo de Schrdder se utiliza para expepsamna proposicion vale en al menos
un caso (Schréder habla después de sumacion peapasi [Aussagensummation] y la
denota corx). En palabras, la definicidon es como sigue: “®e djuea es menor qué si y
solo siexiste un numero tal quea + x = b”. Por lo tanto, esta definicion involucra el uso
de la nocion légica de existencia, 0, en otrashpata el uso de una variable aparente. Pero
facilmente podemos evitar el uso de esta nocidwdedihir la relacion “menor que”

recursivamente. De hecho, esto puede hacerse asi:



Definicion 2.a< 1 es falso.g<b+ 1) =@<b) + (a=Dh).

Facilmente se ve que esta es una definicion reeuperfectamente legitima; pues,
primero, especifica bajo qué condiciores b si b = 1, a saber, ninguna; y, segundo,
especifica bajo qué condiciones ha de obtenerseldaidn < entre una arbitraria y un
ciertob + 1 si ya esta definida pakaparaa arbitraria. Como vemos)0 ocurre ningun

signo=’ ldgico en esta definicion

Definicién 2.1. 6> b) = (b < a).

Teorema 3.(a<b)(b<g+(a< 9,0, (a<b)+(b< g+(a< 9. En palabras, este

teorema dice: si tantd< b comob < c valen, entoncea< c.

Prueba. La proposicion vale paa b arbitrarias cuande = 1; pues, de acuerdo
con la Definicién 2b < 1 es falso, esto e <1)es verdadero. Quiero por tanto probar que
la proposicion es verdadera para 1 siempre que sea verdadera pafeon los valores de
ay b sin especificar). Desda K b)(b < c + 1) se sigue, de acuerdo con la Definicidon 2, o
bien que & < b)(b < ¢) o bien qued < b)(b = c). Pero, de acuerdo con la asuncién, deade (
<b)(b <c) se sigue qua<c, por lo cual, por la Definicion 2 < c + 1. Desde luego, da(
< b)(b = ¢) se sigue también que< c, por lo cual, nuevamenta,< ¢ + 1. En cualquier
caso, por tant@ < ¢ + 1 si tantoca < b comob < ¢ + 1 valen, de modo que la proposicion

también debe ser verdadera paxeb arbitrarias para + 1. Esto prueba el Teorema 3.
Definicion 3.(a<b)=(a< b+(a= 1.
Definicion 3.1.(a=b)=(a> bh+(a= 1.

Estas definiciones, como la Definicibn 2.1, memat@eintroducen variantes de
notacién; son, por tanto, teéricamente superflisague no es el caso para las definiciones

recursivas.
Lema 1 (para el Teorema 4a<b)+(a+1< b).

En palabras: o biemno es menor quie, o biena + 1 es menor que o iguabaPero

es mejor establecerlo asi: @& b se sigue qua+1<b.



Prueba. Para ua no especificado, la proposicion vale para 1. Asumo que es
verdadera para arbitrario para un cierttd y después pruebo que es verdadera para
arbitrario parab + 1. Dea < b + 1 se sigue (Definicion 2) o bien gae< b, por lo cual,
como consecuencia de la asuncit#1<b,que a su vez produce (Definicion 2)
a+l<b+10 bien quea = b, por lo cual claramenta + 1 =b + 1, lo que produce

(Definicion 3) a+1<b+1.La proposicion vale entonces para valores arbitsade a,

también pard + 1, y por lo tanto vale en general.
Lema 2 (para el Teorema 4x a.

Prueba. La proposicion vale para 1. De la asuncion de que vale para&sto es,
que 1< a,se sigue (Definiciones 2 y 3) que la<+ 1, lo que produce (Definicion 3)

1< a+1esto es, la proposicion también vale patal.
Teorema 4.gd<b) + (@=b) + (@>b).

Prueba. La proposicion vale paba= 1, porque de acuerdo con el Lema 2
necesariamenta = 1 oa > 1. Asumo que la proposicion es verdadera pacan a no
especificado y pruebo que es verdadera pardl paraa arbitrario. Pues, si no es el caso
guea<b+ 1, nia<bnia=bes posible (Definicién 2); pero entonces, como eousncia

de la asunciéra > b, por lo cual (Lema 13> b+1.

Lema(a<b)(a+1< b+1)+ (a< h(ar 1< br 1)

Esta proposicién puede expresarse en palabradeak b se sigue qua+ 1 <b+

1, y alainversa.

Prueba. Da < b se sigue (Lema 1 para el Teorema 4) quel< b, por lo cual
(Definicion 2)a+ 1 <b+ 1. Dea+ 1 <b + 1 se sigue (Definicién 2) o bien gaeg 1 <bo

guea+ 1 =b. Por lo tanto, en cualquier case& b.

Teorema 5a< g esto es, ningln numero es menor que Si mismo.



Prueba. Esto es verdadero para 1 (Definicidn 2). Asumo que es verdadero para
un ciertoa. Dea + 1 <a+ 1 se seguiria, de acuerdo con el dltimo lema,agu@, lo que

entra en conflicto con la asuncion hecha.

Corolario a los Teoremas 3 y 5. [Pamb distintosj(a< b)(a> b +(a< B( a b.

En palabras: Si < b, entonces na>Db, y a la inversa.

Pues, si tuviésemas< b y al mismo tiempa > b, se seguiria (Teorema 3) qae&

Corolario(a<b)+(a# b);? esto es, sh < b, entonces no es igual . Pues deg

<b)(a=b) se seqguiria qua< a.

Las tres relacionea < b, a = b, a > b son entonces mutuamente excluyentes,

mientras que, debido al Teorema 4, en cada casosdeisfacerse una de ellas.

Teorema Ga<b)(atc< bt d+(a=< P(a &« b

Prueba. De acuerdo con el lema para el Teoremeatd,es ciertamente verdadero
cuandoc = 1. Asumimos que ya ha sido probado como verdguket@a y b arbitrarios para
un ciertoc. Dea < b se sigue entonces gaer c < b + ¢, por lo que, en virtud del Teorema
1 y del mismo lemaa + (c+ 1) <b+ (c+ 1). A lainversa, se sigue de+ (C+ 1) <b+ (c
+ 1), en virtud del Teorema 1 y del mismo lema, gdec < b + ¢, por lo cual, de acuerdo

con la asunciéra < b.
Teorema 7a<b)(c< d)+(a+ c< b+ d.
Esto es, si valen tanto< bcomoc<d,a+c<b+d.

Prueba. Dea < b se sigue (Teorema 6) que+ c < b + d. Dec < d se sigue
(Teoremas 2 y 6) que+ c< b + d. De la asuncién de que tarde c<b + ccomob + c <

b + d valen se sigue (Teorema 3) cue c<b + d.

2 Escriboa # b, como se hace habitualmente, para expresar eblkjuea no es igual &, es decir, que
(a=Db)vale.
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Este es un ejemplo tipico de una prueba no ree@yrsha que consiste meramente
en una combinacion finita de teoremas anteriorésntnas que una prueba por induccién
matematica representa un proceso infinito. Incelergnte, ya hemos tenido otros varios
ejemplos de pruebas no recursivas (a saber, aguldema para el Teorema 5 y de los

corolarios a los Teoremas 3y 5).
Teorema 8a+c# b+ g+(a= b.

Esto es, da + ¢ = b + ¢ se sigue que = b. Claramente, lo inverso también es

verdadero.

Prueba. Sia# b, entonces necesariamente (Teorema 4) o &t 0 a > b. Sin
embargo, da < b se sigue (Teorema 6) qae+ c < b+ cy dea> b, del mismo modo, que

a+c>b+c, yambas contradicen (corolario al Teorema 5¢leeiona+c=b+c.

El caso especiat = 1 de este teorema afirma que puede existir auohm un
namero teniendo un cierto sucesor, 0, en otrasbp@a cada niamero puede tener

predecesor a lo mucho.
Teorema 9a<a+h.

Prueba. Verdadero paba= 1 paraa no especificado (Definicion 2). Asumimos que
la proposicion es verdadera pararbitrario para un ciertb. Pero dea < a + b obtenemos

ademas (Definicion 23 < (a+ b) + 1, esto es (Definicion 13,<a+ (b + 1).

§ 3. MULTIPLICACION
Definicion 4.all=a. a(b + 1) =ab+ a.

Esta es una definicion recursiva de una funci@cgativaab de dos variableg y

b, lamada eproductodeay b.

Teorema 10. (Primera ley distributiva(p + c) =ab+ ac.
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Prueba. La proposicion vale (Definicion 4) paral. Por tanto, asumimos que vale

paraay b arbitrarios para un cierto Entonces obtenemos
ab+(c+1)=a((b+c)+1)=alb+c)+a
=(@ab+ac)+a=ab+ (act+a)=ab+a(c+ 1),

haciendo uso del Teorema 1, Definicion 4, y deslanaion hecha.
Teorema 11. (La ley asociativa(pc) = (ab)c.

Prueba. La proposicion vale (Definicion 4) paral. Asumimos por lo tanto que es

verdadera paray b arbitrarios para un ciertm Entonces obtenemos
a(b(c + 1)) =a(bc + b) =a(bc) + ab= (ab)c + ab= (@b)(c + 1),
aplicando la Definicién 4, Teorema 10, y la asundiécha.
Teorema 12. (Segunda ley distributiva }(b)c = ac + bc.

Prueba. Cuando= 1, la proposicién es verdadera (Definicion 4)udsmos que es
verdadera paray b arbitrarios para un cierta Entonces, al aplicar la Definicién 4 y los

Teoremas 1y 2, obtenemos
@+b)c+1)=@+b)c+ (@+b)=(@c+bc+ @+b)=(@c+bc +a)+b
= (ac+ (bc+a)) +b = (ac+ @+ b)) +b = ((@c+a) +bc) +b
=@(c+ 1) +bg +b=a(c+ 1)+ pc+b) =a(c+ 1) +b(c+ 1).
Lema.lla=a

Prueba. Verdadero pasa= 1 (Definicion 4). Si la proposicion es verdadpasaa,

entoncesl{a+1)= (1[a)+ 1= a+ 1; esto es, también es verdadera patal.

Teorema 13. (La ley conmutatival) = ba.

Prueba. Esta proposicion vale (por el lema) paaebitrario cuandd = 1. Desde la
asuncion de que es verdadera fgparaa arbitrario se sigue (Teorema 12 y el lema) que

12



ab+1)=ab+a=bat+ta=(p+ 1)

Teorema 14(a<b)(ac< bg+( &< h( ac bc
En palabras: Da < b se sigue quac<bc, y a la inversa.

Prueba. Claramente, la proposicion es verdadeesapab arbitrarios cuandeo = 1.
Por tanto, ahora asumimos que vale eyd arbitrarios para un cierio Entonces, da <
b se sigue quac < bc, por lo cual (Teorema @c+ a<bc+ b, esto es (Definicion 45(c
+ 1) <b(c + 1). Lo inverso también debe ser verdadero; peedeh = b se seguiria quac

=bc, y desdea > b, de acuerdo con lo que ha sido probado,agqurebc.
Corolario. (ac# bg +(a= b ; esto es, dac= bcse sigue qua=Dh.
Teorema 15a< ah

Prueba. Verdadero pata= 1 (Definicion 4). A partir de la asuncién de dae
proposicion es verdadera pdrae sigue, por el Teorema 3, [y] ya que (Teorenab®) ab

+a, quea<a(b + 1); esto es, la proposicion también es verdapiarab + 1.

Corolario. Deab< cse sigue qua< c, o, alternativamentdab > ¢) +(a< 9.

§ 4. LA RELACION DE DIVISIBILIDAD

intimamente relacionada con la multiplicacion e$da nocion de divisibilidad, que
generalmente se define por medio de una varialsleeafe. Pues decimos qaes divisible
por b si existe un nimera tal quea = bx Si utilizamos los simbolos de Schroder y
permitimos queD(a, b) signifique la funcién proposicionak“es divisible porb”, esta

definiciobn toma la siguiente forma:

D(a,b)=)_ (a= by.
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Tal definicion involucra una tarea infinita — escd, una que no puede completarse
— porque el criterio de divisibilidad es Bigdiante sucesivos ensayos a lo largo de toda la

secuencia de nimergzodemos encontrar un nimertal quea = bx.

Aqui, no obstante, es facil liberarnos de la itfith que se adhiere a esta definicion.
Pues es claro que un numerdeniendo la propiedad requerida, si tal nUmerotexas
absoluto, debe ocurrir entre los nimeros 1, 2a; pues ddéx = a se sigue, por el Teorema
15, que x< a. Por lo tanto, la relacion de divisibilidad puediefinirse igualmente bien

como sigue:
D(a,b):za:(a: bY=((a= P+(aE=2h+( &3 hpt..+ (& abh.

Para estar seguros, aqui sigue ocurriendo unabl@raparent®; pero se extiende
sobre un dominio finito solamenta saber, solo los valores de laaPor tanto, esta
definicion nos proporciona un criterio de divisitid finito; en cada caso podemos, al
completar una tarea finita, esto es, al realizaniwmero finito de operaciones, cerciorarnos
de si la proposiciob(a, b) vale o no. Ya que, ahora, la suma proposicioagbchroder en
esta definicion es finita, a su vez puede defimiserecursion, y entonces, ultimadamente,
puede evitarse del todo el uso de una variableeapmar Para conseguir esto sélo

necesitamos definir, como un primer paso, una id@laternaria A(a,b,c) que ha de

significar quea es igual & multiplicado por un nimero entre Icambos inclusivos). La

definicion precisa dé\(a, b, c) se lee como sigue:
Definicion 5.A(a,b,1)= (a=h). A(a,b,c+ 1=A (a,b, ¢ (& e 1)

Por medio de la funcion proposicional, la relacién de divisibilidad se define

asi:
Definicion 6.D(a,b) =A(a, b, a).

Es muy facil ver que se obtiene la equivalenciggpsicional

C

Aa,b, 9=, (a= b3,

1
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de modo que la Definicibn 6 coincide completamente la definicion finita de
divisibilidad mencionada arriba. De hecho, estaivedencia vale para = 1, porque la
suma proposicional a la derecha se reduce ent@hcesco términca = b, y a partir de la

asuncion de que es verdadera parase sigue que es verdadera para- 1; pues

c+l [
z (@a=Dbx),después de todo, significa lo mismo qux(a =bx +(a= [ c+1)).
1

1
Teorema 16a # bc) +A(a h 9;esto es, da = bcse sigue qué(a, b, ).
Esto se sigue inmediatamente de la Definicién 5.
Teorema 17A(a, b, ¢)+ (c> €)+A(a b 6.
Esto también puede expresarse asiAp® b, c)(c< €) se sigue qué(a, b, ©).

Prueba. Claramente, la proposicion es verdadei@aa= 1. ASumimos que es
verdadera para un ciertb para valores arbitrarios @eb, y c. De c< ¢+1 se sigue, o bien

que c<C, que, junto conA(a,b,c) produce, de acuerdo con la asuncifa,b,c) vy
consecuentemente (Definicion 5) tambi&fe, b, c+1), o quec = ¢” + 1, que, junto con
A(a,b,c), produce desde luegd(a,b,c+1). Por lo tanto, la proposicion también es
verdadera para” + 1 para valores arbitrarios deb, y c y entonces vale con completa

generalidad.
Teorema 18\(a,b,c)+ D(a b); esto es, dé\(a, b, c) se sigue quB(a, b).

Prueba. DeA(a, b,1), esto esa = b, se sigue, por el Teorema 17, ya que (Lema 2
para el Teorema 4)l<a, que A(a,b,a), esto esD(a, b). Asumamos ahora que la
proposicion vale pare. De A(a, b, c+1) se sigue (Definicion 5) o bien quia, b, ), por
lo cual, como consecuencia de la asunci(g, b), o quea = b(c + 1), por lo cual
(Teorema 15)c+1<a; pero de A(a,b,c+1)(c+1< a) se sigue (Teorema 17) que

A(a, b, @), es decirD(a, b).

Corolario a los Teoremas 16 y {8# bo) + D(a b ; esto es, da = bc se sigue que
D(a, b).
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Teorema 19a# bd)+A(h ¢ §+A( a ¢ dgesto es, dga=bd)A(h ¢ § se sigue
que A(a,c, dg.

Prueba. Se= 1, entonced\(b,c,e)= (b= 9; de (a=bd)A(h ¢1) se sigue entonces
guea = cd, por lo que (Teorema 16)(a, c,d). Asumimos por tanto que la proposicion es
verdadera para (con a, b, ¢, y d arbitrarios). De (a=bd)A(h ¢ e+1) obtenemos
(Definicion 5) o bien quga=hbd)A(h ¢ §, por lo cualA(a,c,de), por lo cual, a su vez,
por el Teorema 17)(a, c,d(e+1)), ya que de< de+ d por el Teorema Qe<d(e+ 1), 0
(a=bd)(b =c(e+ 1)), por lo cuah = cd(e + 1), lo que nuevamente produce (Teorema 16)
A(a,c, d(et+1)).

Corolario a los Teoremas 18 y 8z bd)+ D(bh 9+ (g §;esto es, dea( =
bd)D(b, c) se sigue quB(a, ¢).

Pues de(a=bd)A(h ¢ b se sigue (Teorema 19) qui(a,c,bd), por lo cual
(Teorema 18P(a, ).

Teorema 2Q\(a,b,d)+ D(b, 9+ D(a g.

Prueba. De A(a,b,1)D(b,c) se sigue, desde luego, qu®(a, c), ya que
A(a,b,1)= (a= b). Asumimos que la proposicion es verdadera pabay c arbitrarios para
un ciertod. De A(a, b, d+1) D(b, c)obtenemos (Definicién 5) o bien quga, b, d) D(h o),
por lo cual, como consecuencia de la asundda, ¢), o @ = b(d + 1))D(b, c), por lo que,

de acuerdo con el corolario a los Teoremas 18 gd Sigue quB(a, ¢). Esto prueba que la

proposicion es verdadera para 1.
Corolario.D(a,b) D(b, 0+ D(a 9; esto es, d®(a, b)D(b, c) se sigue quB(a, ¢).

De hecho, éste es justo el caso especial quearht=na partir del Teorema 20 si

ponemod = a.

Esta ultima proposicion, gu2(a, c) se sigue d®(a, b)D(b, c), estd intimamente

relacionada con la proposicion que estableceaguedese sigue dea(= bd)(b = ce), pero
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tiene un significado muy distinto. Incluso de adaecon la concepcién ordinaria que hace
uso de variables aparentes extendieéndose sobremimid infinito, las dos proposiciones
son muy diferentes en contenido, como se vuelve ciaa vez que las dos se formulan de

manera precisa. Una de las proposiciones es, éokisnde Schroder,

@ [ @=bx+> (b= cy+3 (= cp.
La otra proposicion es

B TN @#bd)+ (b cg+ (&= cdp.

Cuando, no obstante, uno prueba que la proposibi(mb)+ D(b, 9+ D(a 9,0
(o), es verdadera probando la proposicifn ¢omo usualmente se hace, lo hace sobre la

base de ciertos esquemas logicos concernientesoalde los signosn yz; sin

embargo, en el pensamiento matematico ordinarags €stquemas son pasados por alto.
Teorema 21A(a,c,d)+ (bz cg+A(a b d g

Prueba. DeA(a, c,1)(b= cé), 0, en otras palabras £ c)(b = ce), se sigue qua+Db
= c(1 +e) y por tanto (Teorema 16) qu&(a+b, c 1+ €. La proposicion es entonces
verdadera pard= 1. Asumimos que es verdadera para un ceéeytprobamos, como sigue,
que es verdadera patlar 1. De A(a, ¢, d+1)(b= cése sigue o bien quA(a, ¢, d)(b= c§,
por lo que, como consecuencia de la asuncit(@a+b,c, d+ @, que a su vez implica
(Teoremas 1y 2, y Definicion &)(a+b, c,(d+1)+ ¢, o que §=c(d + 1)) =ce), por lo

cuala+b=c((d+ 1) +e), lo que nuevamente implica (Teorema Ma+b, ¢, (d+1)+ €.

Corolario.A(a,c,d)+A(b ¢l)+A(a+ b ¢ dr 1).

Teorema 22A(a,c,d)+A(bc9+A(a b¢cd ¥

Prueba. De acuerdo con el corolario al Teorema&b, vale para= 1. Asumimos
por tanto que la proposicidon es verdadera pardesto@ y probamos, como sigue, que es
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verdadera para+ 1. DeA(a, ¢, d)A(b, ¢ e+ 1)obtenemos o biea(a, ¢, d)A(b, ¢ € y por lo
tanto, como consecuencia de la asuncid{a+b,c d+ @,que a su vez implica
A(a+b,cd+(etl), o A(acd)(b=detl), por Ilo que (Teorema 21)
A(a+b, ¢ d+ (etl)).

Corolario.D(a,c)D(b, 0+ D(at+ h 9.

En palabras: Si tanta comob son divisibles porc, entoncesa + b también es
divisible por c. Pues desdeA(a,c, aA(b ¢ hobtenemos, por el Teorema 22,

A(a+Db,c at b.
Lema.A(a+b, b c+1)+A(a b 9.

Prueba. DeA(a+ b, b, 2)se sigue (Definicion 5) o bien que+ b = b, lo que es
imposible, ya que necesariamente (Teorema ) b > b y ya que (Teorema 5) las
relaciones >y = son mutuamente excluyentes, aguk = b[2, por lo cuab = a (ya que
dea+ b =b+ b se debe seguir, de acuerdo con el Teorema & gu®. Asi, nuestro lema
es verdadero pa@= 1. Asumimos que vale pacay después lo probamos para 1. De
A(a+b,b ct+2) se sigue, de hecho, o bien quga+Db, b c+1),por lo cual, como
consecuencia de la asunci@ia, b, ¢) y por lo tanto tambiém\(a, b, c+1), o quea + b =

b(c + 2), por lo que (Teorema &) b(c + 1), que nuevamente implid«(a, b, c+1).

Al hacer uso de la sustraccién, incluso antes wie sga introducida (véase § 5),

también podemos establecer este lema de la sigueanera: DeA(a+b, b, ¢)(c>1) se
sigue queA(a,b,c—1). Pues esto es verdadero cuamde 1, porque la hipdtesis es

entonces falsa. Siempre que la proposicion valga@dambién vale para+ 1; pues de

A(a+ b, b, c+1) obtenemos, de acuerdo con lo que se acaba de piibab, c),y c = (c +

1) — 1 (véase la Definicion 7, mas abajo).

Teorema 23A(a+bd, b c+t d+A(ab 9.

Prueba. En caso de qde= 1, estamos de vuelta en el lema. Asumimos pdo tan

gue la proposicién es verdadera pdrg probamos que es verdadera pdra 1. De
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A(a+bd+ h b c+ d+1)se sigue (Definicion 5) o bien qaet bd+ b=Db(c+d + 1) o que
A(a+bd+h b c+ d. En el primer caso, ya que (Teoremald@)+ d + 1) =bc+ b(d + 1),
obtenemos (Teorema 8) bc, por lo cual (Teorema 1&)(a, b, ¢). En el segundo caso, ya
gue necesariamente (Lema 2 para el Teorema 4,ngme®)c + d > 1, obtenemos, por el
lema, A(a+bd, b c+ d-1), por lo queA(a+bd, b ct+ d), que, de acuerdo con la asuncion,

implica A(a, b, c).

Teorema 24A(a+b,c,d+ @+A(b¢ce+tA(acd E

Prueba. Esto es verdadero paral; pues deA(a+b, ¢, d+1)(b= ¢ obtenemos, de
acuerdo con el lema para el Teorema 28a,c,d), y por tanto tambiém\(a,c, d+1).
Asumiremos entonces que la proposicion es verdgueee (cona, b, ¢, y d arbitrarios) y
después probaremos que es verdaderaegara (para valores arbitrarios @eb, c, y d).
De A(a+b,c, d+(e+t1)A(h ¢ e 1) obtenemos o bien qu&(a+b,c (d+1)+ eA(h ¢ ¢,
que, de acuerdo con la asuncion, implids(a,c,(d+1)+¢€), en otras palabras
A(a,c,d+(etl)), o A(a+b,cd+(etl))(b= ¢ &1), por lo cual (Teorema 23)

A(a, ¢, d), que de nuevo implica (Teorema 1X(a, c, d + (e+ 1)).

CorolarioD(a+b,¢)D(a 9+ D h 9.

Pues, primerd)(b, c, a+ b) debe seguirse (Teorema 24) de
A(a+b,cat hA(a ¢ 9 y, segundo,D(b, c) es una consecuencia (Teorema 18) de

A(b,c,a+ b).

Después de la introduccion de la sustraccidon, gmods escribir este teorema

también como sigugia>h)+ D(a 9+ D(h 9+ O a b ¢.

Esto es, si tanta comob son divisibles poc y sia es mayor qué (de modo que

existe la diferencia—b), entonces — b es divisible poc.

Teorema 25A(a,b,¢)+ (a= b.
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Prueba. Claramente, la proposicion vale gardl. Si asumimos que vale parade
A(a, b, c+1) obtenemos o bien qu&(a, b, ¢), que produce entonces>b, oa = b(c + 1),

de donde (Teorema 1%)= b también se sigue.

Corolario 1D(a,b) +(a= b.

Corolario 2D(a,b)+ D(b, @ + (a= b.

Pues dga= b)(b> g debe seqguirse (Teorema 5) gueb.

Teorema 2&A(a,b,d)A(ag b¢ d+A(a b dA( ac be ¥
En palabras: Dé(a, b, d) se sigue qué(ac, bg d), y a la inversa.

Prueba. La proposicion es verdadera pmhra 1; pues deac = bc se sigue, de
acuerdo con el corolario al Teorema 14, queb, y a la inversa, da = b se sigue desde
luego queac = bc. Asumimos que la proposicion es verdadera gaygprobamos que es

verdadera pard+ 1. De A(a, b, d+1) obtenemos o bien qu&(a, b, d), que de acuerdo con
la asuncion implicaA(ac, bg d)y por lo tanto tambiém\(ac, b d+1), oa=b(d + 1), por

lo cual (Teoremas 11y 13ar = (b(d + 1))c=b((d + 1)) =b(c(d + 1)) = bo(d + 1), y de
ac = bdgd + 1) se sigue de nuevo (Teorema 16) gM@c, bg d+1). Igualmente, de
A(ac, bc d+1) obtenemos o bien quA(ac, bg d), por lo queA(a,b,d) y por lo tanto
también A(a,b,d+1), oac = bcgd + 1) =b(d + 1), por lo que, como consecuencia del

corolario al Teorema 14,= b(d + 1), por lo que (Teorema 1@&)a, b, d+1).

CorolarioD(a,b)D(ac bg+ O(a B ¥ a¢ bk

Teorema 271a# bd)+A(d g g+A(abec g

Prueba. Verdadero paea= 1. Asumimos entonces que la proposicion es verdad

parae y probamos que es verdadera para 1. De A(d, c,e+1) obtenemos o bien que

A(d, ¢, ), que junto cora = bd produce, de acuerdo con la asuncifi(a, bc, € y por tanto
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también A(a,bc, e+1), od = c(e + 1), que junto cora = bd produce (Teorema 19 =

(bo)(e+ 1), por lo que (Teorema 1&)a, bc, e+1).

§ 5. SUSTRACCION Y DIVISION. FUNCIONES DESCRIPTIVASON UN DOMINIO
RESTRINGIDO DE EXISTENCIA

La sustraccion, como es consabido, puede defideda siguiente manera:
Definicion 7. €—b=a) = (c=a+Db).

Es claro que de esta manera es definida una furdgécriptivac — b, llamada la
diferencig pues, por medio de la ecuacim b = ¢, a esta determinado de forma Unica por
b y c. Esta, no obstante, es una funcién descriptiva wondominio restringido de
existencia; pues, €< b, no puede obtenerse ninguna ecuacion de la forma + b, y
entonces, de acuerdo con la Definicion 7, se obtlandesigualdadc—b# a para cada
nameroa; es decirc —b no es igual a ningin namero. Por otro lado, puedbgrse que
— b ciertamente tendra un valor cuando> b. Uno estaria inclinado a formular esta
proposicion asi:

(c>B)+Y (x+b= 9,

donde la sumacién proposicional sokitendria que extenderse sobre “todos” los nimeros
desde 1 hasta. Pero aqui tampoco es necesario aducir un infirgdd tal; de hecho,

podemos probar la siguiente proposicion:
(c>b)+ ,(x+ b= 09,
1

gue, después de todo, servird mas facilmente gaguear la existencia de un valor para
—b. Pero la funcién proposicional

4

S uty=X=LxY 2

1
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de las tres variables, y, y z de nuevo puede definirse recursivamente, de modo qu
podemos evitar del todo la variable aparentél teorema que ha de probarse es entonces,

obviamente, el siguiente:
Teorema 2& > b+ L(c b ©.

En palabras, este teorema se lee como sigue>3j, entre los nUmeros desde 1

hastac existe un niumergtal quex + b =c, o, en otras palabrasz= c —b.

Necesitamos la definicidn recursiva de la fundiGnunos pocos teoremas sencillos
acerca de ella.

Definicion 8.L(x,y, 1) = =1 +y).L(X,y,z+ 1) =L(X, y,2) + (x=(z+ 1) +V).

Teorema 29.(x, ¥, 2(z< 2+ I x y 2.

Prueba. Verdadero parka = 1. Asumo que es verdadero pdray a partir de ahi
pruebo que es verdadero parar 1. En realidad, de< Z+1 se sigue, 0 bien que< 7,
gue junto conL(x, Y, 2), de acuerdo con la asuncion, produge, vy, Z) y por lo tanto
(Definicion 8) tambienL(x, y, Z + 1), o quez = Z + 1, que corlL(X, Yy, 2 obviamente
producel(x,y, Z + 1).

Teorema 30L(x,y, 2+ L(x+1, vy, z 1).

Prueba. Verdadero cuande 1; pues dex= 1 +y se sigue (Teoremas 1y 2) gxie
+1=Q1+y)+1=1+y¢y+1)=1+ (1 +)=(1+1)+y. Asumo que la proposicion es
verdadera paray pruebo que es verdadera paral. DeL(x, Yy, z+ 1) se sigue (Definicion
8), o bien que.(x, y, 2), por lo cual, de acuerdo con la asuncion hechat 1,y,z+ 1)y
por tanto tambiéh(x + 1,y, z+ 2), o quex= (z+ 1) +y, por lo que (Teoremas 1 y 2} 1
=(z+ 1) +y)+1=+1)+y+1)=@+1)+ (1 +y)=(z+ 2) +y, por lo que (Definicion
8)L(x+1,y,z+ 2).

Ahora puede llevarse a cabo la prueba del Teog8na

La proposicion declarada como Teorema 28 es niertte verdadera pam= 1;

pues, en ese casb> b ya es verdadero. Asumo por tanto que es verdadesa y pruebo
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gue es verdadera para 1. Dec + 1 >b obtenemos (véase el Lema 1 para el Teorema 4, el
Lema para el Teorema 5, y el Teorema 8), o bienueb, que, de acuerdo con la
asuncion hecha, nos d&, b, ¢), de donde se sigue ademas (Teorema 30L@ue 1,b, c

+ 1), 0c=Db, por lo que (Teorema 2)+ 1 =b+ 1 = 1 +b; por lo tanto (Definicién 8).(c +

1,b, 1), y por lo tanto (Teorema 29) nuevamdr(e+ 1,b, c + 1).

La division se introduce de una manera analogasadtraccion.
Definicion 9. ¢/b = a) = (c = ab).

La expresiort/b, llamada ekociente es claramente, una vez mas, una funcién con
un dominio restringido de definicion; puesae ab se sigue (corolario a los Teoremas 16
y 18) queD(c, b), de modo que/b tiene un valor sélo $)(c, b) es verdadero. A la inversa,
esto también es suficiente; pues la proposidgo, b) o, en otras palabras (véase la
Definicion 6),A(c, b, €),es equivalente a la suma proposicional

C

Zx(c= bx)

1

(véase la p. 15), yc(= bx) = (c = xb), de modo que esta suma proposicional puede
formularse, en palabras, asi: Entre los nUmerdsitista c [inclusivos] existe un nimero

tal quec = xb, o0, en otras palabragh = x.

La funcién proposicionaD(c, b) es por tanto completamente equivalente a la

afirmacion de que entre 1cyexiste un valor parab.

Ofrezco ahora algunos teoremas simples acercasddiferencias y los cocientes.
Presumiblemente, no tengo que ofrecer las pruej@sson triviales; estos teoremas son,
después de todo, meras transformaciones de losimptes teoremas acerca de las sumas

y los productos.
Teorema 31 (a—b) +b=a.
3L. (@/b)b=a.

32.(@a-b)+c=(a+c)-h.
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32. (alb)c = adh.
33.(a—b)—c=a-(b+0).
33. (alb)/c = albc.
34.a-(b-c) = (@-b)+c.
34.. al(blc) = @alb)c.

35. A—b)c = ac—bc.

36a. #/c) + (b/c) = (a + b)/c.

36b. &/c) — (b/c) = (a—Db)/c.

§6. MAXIMO COMUN DIVISOR Y MINIMO COMUN MULTIPLO

Las definiciones habituales del maximo comun diviga@el minimo comdn multiplo de
dos numeros hacen uso de variables aparentes cuéiesgden sobre un dominio infinito.

En simbolos de Schroder, estas definiciones tinsiguiente forma:

(c es el maximo comun divisor dey b)

=D(a,0)D(b, g[](D(a ¥+ Db 3+ D¢ ¥,

(c es el minimo comun multiplo dey b)

=D(c,a)D(c B[] (D(x @+ D x h+ O x 9).

Ya que, no obstante< a se sigue (Corolario 1 al Teorema 25) D@, x), el
dominio infinito sobre el que se extiende la vdeabn la definicion del maximo comudn

divisor puede inmediatamente reducirse a un [dahifimito, y también podemos escribir

(c es el maximo comun divisor dey b)
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=D(a,c) D(b, c)ﬁ L(D(a X+ D h3y+ Oc¥.

Sin embargo, una desventaja de esta definiciGuess asimétrica con respecta a

y b. Pero esto también puede remediarse facilmentgupasobre el signcﬂ podemos

escribira + b en lugar del limite superi@, o incluso mejor Mirg, b), donde Ming, b) es
el minimo de los numeroa y b. Para la definicion del minimo comun mdltiplo, una
reduccion tal del rango de la variable a un domimdo no puede llevarse a cabo tan

facilmente.

En lo que sigue introduciré estas nociones de odondistinto, uno que evita por
completo las variables aparentes. Empero, al hester, debo hacer uso del método de
definicion recursivo de un modo distinto al de antgunque, como mostraré en breve, la
diferencia es puramente superficial). Hasta ahsianpre hemos ofrecido definiciones
recursivas estrictamente como sigue: definimos now@én para el nimero 1 y después,
sobre la asuncién de que la definicibn para un mndnagbitrariamente dado ya esta
completa, definimos la nocion panat 1. Ademas, aqui utilizaremos un principio légico
formal, a saber, que podemos ofrecer definiciomegmrmadas para cada uno de los casos
mutuamente excluyentes. Introduzco dos funcionssrigivas de dos variablesy b, a
saber,allb y allb, que mas tarde mostraré que son idénticas al nede@mun divisor y

al minimo comun multiplo, respectivamente.

(azb)+(alb= 9)(a> h+(d b=(a PO N( & X
+(adb) = ad(b- 9)).

Definicion 10.

Esta es una definicion recursiva perfectamentéites de la funcion descriptiva
alb; si asumimos que ya esta definida para aquellosesadea y b para los qua + b <
n, entonces, por la Definicion 10, esta definidaagar b = n. Pues, sia y b son dos
nameros tales qua + b = n, entoncea=b o a>b oa<b, y estos tres casos son
mutuamente excluyentes, mientras que la Definiti@respecifica, para cada caso, qué ha
de significaraldb. Mas aun, la Definicion 10 nos da el valoralelb cuandoa+b =2, en

cuyo caso necesariamemte b= 1.
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En las pruebas de algunos de los teoremas quensigunbién haré uso de la
induccién matematica de un modo distinto al desadanque, como mostraré en breve, la
diferencia es puramente superficial). Hasta ahestg inferencia inductiva siempre se ha
hecho asi: probamos una proposicién para el nuthgradespués la probamos para 1
sobre la asuncién de que vale par&hora, probaré también inductivamente como sigue:
pruebo una proposicion para 1, y después, asumgunel@ale para un namero arbitrario <

n, la pruebo para.
Lemaalll=1.

Prueba. Verdadero paaa= 1 como consecuencia de la Definicion 10. Si aswsi
gue la proposicion es verdadera parabtenemos, de acuerdo con la Definicion 10, y&a qu
(Teorema 9a+1>1,(a+1)0 1= ad ], y por lo tanto tambiéfa+1) 01= 1.

Igualmente puede probarse dLiea =1. En general, desde luegd,]Jb= b a

Teorema 37 (a,allb) D(h ald b.

Prueba. Esta proposicion es verdadera Iparaitrario paraa = 1 y paraa arbitrario
parab = 1; pues, de acuerdo con el lemBl=10b=1. Asumo que la proposicién es
verdadera para + b < n y después pruebo que es verdadera parab = n. Pues si,

primero,a = b, entonces, de acuerdo con la Definicional0b= a y consecuentemente,

la proposicion vale. Si, segunda,> b, entoncesd — b) + b < n, y entonces, como

consecuencia de la asunciobD{a-b,(a- b0 D h(a HO h vale. Pero, de acuerdo
con la Definicibn 10@a-b)0Ob=allh 'y por Ilo tanto obtenemos
D(a-b,aldb D(h al b, desde donde, por el corolario al Teorema 22 yepdreorema
31, también se sigu®(a,allb). Por tanto, la proposicion también es verdaderast®

caso. Si, tercer@ < b, podemos proceder de un modo exactamente analogo.
Teorema 38D(a,c) D(b, ¢+ D(al h 9.

Prueba. La proposicién vale papaarbitrario cuandoa = 1 y paraa arbitrario
cuandob = 1; porque entonces se sigue,l@, c) o D(b, ¢), respectivamente, que= 1.

Asumo que la proposicion vale pamay b tales que haran qug+ b < n, y desde esa
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asuncion pruebo que vale parg b tales que haran que+ b = n. Por lo tanto, seaay b
nameros tales qua + b = n. Primero, entonces, puede ser gue b; en este caso, de

acuerdo con la Definicion 18[1b= a y la definicion es por lo tanto verdadera. Segundo
puede ser qua>b. Ya que §—b) + b<n,D((a-b) 0h ¢debe seguirse, por la asuncion,
de D(a — b, c)D(b, c); peroD(a — b, c) es, a su vez, una consecuencieDgda c)D(b, c)
(corolario al Teorema 24), y finalmente (Definicib@) en este caga—b) Ob= all b Asi,
D(ab, ¢) se sigue d®(a, c)D(b, c). En el tercer cas@ < b, procedemos exactamente de

la misma manera.

Los teoremas 37 y 38 expresan juntos las propésdadracteristicas del maximo

comun divisor.
Teorema 39D(a,b) + (all b= b.

Prueba. Como consecuencia del Teorema 37 ter2(hps1b). Por el otro lado,
D(ab, b)se sigue (Teorema 38) @¥a, b)D(b, b). DeD(b,allb) D(all b H, no obstante,
se sigue (Corolario 2 al Teorema 25) quiegb=h

CorolarioabOa= a

Teorema 40ac0bc=(al b c

Prueba. La proposicion es verdadera paagbitrario pareb = 1 y parab arbitrario
paraa = 1, como se sigue inmediatamente del lema paf@@lema 37 y del corolario al
Teorema 39. Asumimos, por tanto, que ya hemos goohae la proposicion vale paaar
b < n, y sobre esta base probamos que vale pard tales quea + b = n. Es posible,
primero, quea = b. Entonces tambiéac = bc, y, de acuerdo con la Definicion 10, tenemos
acldbc= acy allb=a, que produceracObc=(al B ¢ El segundo caso &> b. Ya
qgue @ — b) + b < n, tenemos, de acuerdo con la asuncidbn hecha,
(a=b)ycObc=((a BO B ¢ Pero ademaalb=(a-b Ok, y como, entonces, también
(Teorema 14)ac > bc, necesariamente tenemos, de acuerdo con la Définit0,

(ac—bog O bc= adl bc Finalmente (Teorema 35) € b)c = ac— bc. Asi, se sostiene la
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ecuacionacObc=(al b c En el tercer caso, cuandc< b, procedemos desde luego de la

misma manera.

Definicién. Decimos que dos numeray b sonrelativamente primosi allb=1.
No introduzco un simbolo especial para esto, posigrapre podemos utilizar la ecuacion

cortaallb=1 como una expresioén de ello.

Teorema 41D(ac, b)(all b=1)+ D(¢ b.

Este es el consabido teorema de que un nuinegae divide un product@c

mientras que es relativamente primo al faetatebe dividir el otro factor.

Prueba. DeD(ac, b)D(bc, b) se sigue (Teorema 38) gbDéacllbg b.Pero de

allb=1 se sigue (Teorema 40) qaellbc= ¢, de modo qu®(c, b) debe ser verdadero.

Teorema 43a0b=1)D(a d)+ (d b=1).

Prueba. Como consecuencia del Teorema 37, sersosfud(a’, allb) D(b d1b;
pero deD(a,a)D(d, allb se sigue (corolario al Teorema 20) gDéa, a[1b), que junto
con D(b, a0b) produce (Teorema 38)(a b, d1b) . Entonces, déa1b=1)D(a, &)debe

por lo tanto seguramente seguirse @leéb=1; pues deD(1, o) se sigue (Corolario 1 al

Teorema 25) que = 1.

Teorema 43alb#1)+ (allcz 1)+ (al bc=1).

Prueba. Si un numerd divide a a asi como abc, entonces necesariamente
(Teorema 420 [Ub=1 asi comal Jc=1, siempre que se obten@elb=1)(al c=1).
Ademas, de acuerdo con el Teorema 41, debe segigirB¢bc, d)(c d=1) queD(b, d).

Pero deD(b, d) se sigue (Teorema 39) quelld =d; por el otro lado, teniamos que

bOd =1;por lo tantod = 1. Pero ahora (Teorema 3&)1bc divide aa asi como #c; por

lo tanto,adbc=1.

Teorema 44. (Generalizacion del TeoremaB{ax, b) + D(¢ b/ (al b).
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Prueba. En primer lugar, es claro que necesariataei(alb)) O(b/ al b) =1,
pues, por el Teorema 40, tenemos [d(ee](allb) O(b/ ad B))( &l h= dal t De D(ac,
b) se sigue (corolario al Teorema 26) ddéac/(ald b, b/ (ad B),por lo que, de acuerdo

con el Teorema 4D(c,b/(all b),ya quea/(alb) y b/ (al b son relativamente primos.
Definicion 11alb=ab/ (al b.
Teorema 49 (a,b,d)D(a 9+A(a 1] ¢ d.

Prueba. Verdadero cuanda 1; pues ded = b)D(a, ¢) se sigue qu®(b, c), por lo
gue (Teorema 3®LIc= cy consecuentemente, por la Definiciondd,c=h Asumo que

la proposicion es verdadera parg pruebo que es verdadera pdra 1. De A(a, b, d+1)
se sigue, o bien qu&(a, b, d), que junto co(a, c) produce, de acuerdo con la asuncion,
A(a,b0c, d) y por tanto tambiém\(a,bc, d+1), o quea = b(d + 1), que junto col(a,
c) produce (Teorema 4®)d+1,c/(blc)).Pero desde(a=b(d+1))D(d+1,c/ (bl Q)

obtenemos nuevamentga, bl c, d+1), por el Teorema 27.
Teorema 4eD(alb, @) D(al b b.

Prueba. De acuerdo con el Teorema 37, se sodjiemeéd(a,allb), por lo que
(corolario al Teorema 26p(ab/(allb, b, esto esD(allb, b). Igualmente,D(b, allb)

implica queD(alb, @) es verdadero.

Teorema 4/(c,a)D(c, b+ D(g al h.
Este es meramente un caso especial del Teoreng@adbesulta cuando se iguatin
ya.

Juntos, los Teoremas 46 y 47 expresan las pragpesdearacteristicas del minimo
comun multiplo de dos nimerasy b. Asi, allb denota al minimo comun mdultiplo dey
b.

Un caso especial importante del Teorema 47 esl aquesl queallb=1. De
D(c,a) D(c, b(ad b=1) se sigue quB(c, ab).
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Tenemos, correspondiente al Teorema 39,
Teorema 48D(a,b) + (all b= g.

Que esta proposicion es verdadera se sigue intaptate del Teorema 39 y de la

Definicion 11.
Tenemos, correspondiente al Teorema 40,

Teorema 4%clbc=(alhc

Pruebaaclbc=(adlby/( atl be=( ad Bé( @ )b=( ayi( [h)b( Ca) k

aqui, se hace uso de los Teoremas 11, 13, 32, y 40.

Quiero concluir esta seccion ofreciendo una prugbgue los tipos mas supuestos
de definicion recursiva y de prueba recursivaz#dos antes difieren sélo formalmente, no
realmente, de la prueba recursiva simple ordirgu@&va den an + 1. La forma estandar
de una definicion recursiva, después de todo, escsigue: una funcion proposicional
U(X) se define primero para= 1 y después, si ya se ha definldim), parax = n + 1. Pero
antes también consideramos definiciones recurglehsiguiente tipo: primero definimos
U(1) y después, asumiendo haber defiidm) param < n arbitraria,U(n). Es claro que el
valor de la funcion proposiciondl (y)(y< X parax ey arbitrariamente elegidas sera
conocido siU(y) esta definida para Ig en cuestion; pero, a la inversa, también sera

conocido siU(y) es verdadera o falsa para upa x siU(y) (y < x) esta definida para bay
lay en cuestion. Para defirlil(x), por lo tanto, sera suficiente con defidity) (y < x) para

X ey arbitrarias; aqui podemos observar que, para Gaddepvaloresy y) para los qug >

X, U(y) (y < X) debe necesariamente ser falsa. Para especificalal de U(y) (y < x) de

manera general, podemos ahora aplicar el proceaioniecursivo estandar. Paxa= 1,
U(y) (y < X) es necesariamente falsa, de acuerdo con la définde la relacion “menor
gue”, siempre qug > 1; asi, meramente necesitamos especifi¢ay para tener el valor de
U(y)(y<1) paray arbitraria. Ademas, especificamos el valorg) (y< x) parax + 1

paray arbitraria cuando ya ha sido especificado pgraray arbitraria. Siempre que> x +

1, U(y)(y< x+1) es falsa. Cuandoy< x, ya conocemos el valor de la funcion
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proposicional; esto es, meramente debemos espetifie + 1). Por lo tantogspecificar el
valor de Ux + 1) cuando esta funcion se considera como conocida parax + 1
arbitraria equivale precisamente a especificar elor de la funciébn proposicional

U(X)(y< ¥ para x=n + 1 para y arbitraria cuando esta funcion proposiciong es

conocida para x n para y arbitraria Asi, el tipo aparentemente divergente de debnici

recursiva ha sido reducido a la forma estandar.

Es igualmente facil ver que la mas complicada &odu inferencia inductiva, que
consiste en probar una proposicion parguando se asume que es verdadera paran
arbitraria, difiere sdlo formalmente, pero no reatte, de la forma estandar de inferencia
inductiva, la inferencia dean + 1. Decir queJ(y) ha sido probada paye< x arbitraria es,

después de todo, equivalente a decir e x) + U(y) ha sido probado para estparay
arbitraria, y entonces no es dificil ver quebar U(x), asumiendo que ) es verdadera

para y < x arbitraria, es equivalente a probdy > x+1)+ U(y) para y arbitraria cuando

ya se ha probaddy = x) + U(y) para y arbitraria

§ 7. LA NOCION DE NUMERO PRIMO
Definicién 12.P(x, 1) es verdaderd®(x, y+1)= P(x Y((x w1+ O X y 1))
Definicion 13.P(x) = P(x X( % 1).
La funcién proposiciond®(x) significa ‘x es un namero primo”.
Definicion 14.De(x, 1) es falsoDe(x, y + 1) =De(x, y) + D(x, y + 1)(y + 1 <X).
Definicion 15.Dp(x, 1) es falsoDp(x, y + 1) =Dp(x, y) + D(x, y + 1L)P(y + 1).
Definicion 16.T(1) es verdaderd.(x + 1) =T(X)Dp(x + 1,x + 1).

En la definicién habitual de la nocibn de numeromp se utiliza una variable
aparente. Si se considera como ya definida laiéelate divisibilidad, puede darse como

sigue la definicion de numero primo:
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P(¥) =(x2 D[] (D(x Y+ (y=D+ (y= 3).

Aqui ocurre un producto proposicional infinito ém otras palabras, el “siempre” de
Russell y Whitehead). Pero en las Definiciones 123yde arriba no ocurre ninguna
variable aparente. Puede evitarse el producto grapaal infinito, porque inmediatamente
puede ser remplazado por uno finito. Pues, de douewsn el corolario al Teorema 25,
necesariamente tenemos qu& x si D(X, y) es verdadero, y de alli se sigue que en el
producto infinito todos los factores para los gadewvquey > x se vuelven inoperantes.

Consecuentemente, podemos definir igual de bR(x)aasi:
PO =(xz D[] ,(D(x Y+ (y=1+ (y= 3).
1

El producto proposicional finito que ocurre aqaias sino el factdP(x, x) del lado
derecho de la Definicion 1B(x, y) esta recursivamente definida por la Definicionyl&s

equivalente al producto
y
[1.0(x 2+ (2= ¥).
1
Precisamente porque estos productos proposicionsbes finitos, pueden definirse

recursivamente, y por tanto las variables aparesgevitan por completo.

Las restantes funciones proposicionales introcdscigriba,De, Dp, y T, tienen,

como puede verse facilmente, los siguientes saadbs en palabras:
De(x, y) significa “x es divisible por un nimero > &,y,y <X
Dp(x, y) significa “x es divisible por un prim& y”.

T(x) significa que todos los numeros de 2 son divisibles por al menos un primo

<X

Teorema 50P(x, yYYD(x (= Y+( =zD)+( z X
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Prueba. Cuandoy = 1, la proposicion es claramente verdadera. Pruebo
proposicion parg + 1, asumiendo que vale pareDe z< y+1 se sigue o bien qUES y O
quez =y + 1. De z< vy, junto conP(x, y) (que se sigue dE(x, y + 1)) y D(x, 2),
obtenemos, de acuerdo con la asuncion, o biez guk o [que]z=x. Dez=y + 1, junto
con (x= y+1)+ D(x y+1) (que también se sigue &x, y + 1)) yD(x, z), obtenemog =

X.
Corolario. P(X)D(x, Y+ (y=1+ (y= X.

Pues deP(x, X)(x£1) D(x y) se sigue (Teorema 25) q x, X) D(x Y)( y< X, por

lo que, de acuerdo con el teorema recién probgdol) + = x).
Teorema 51P(y) + D(x y) +( xO y=1).

Prueba. Ya queD(y, xy) es verdadero (Teorema 37), necesariamente tenemos,
siempre que valga qui(y), o bien quexdy=1 o que xOy=y, de acuerdo con el

corolario al Teorema 50; pero dely =y se sigue (Teorema 37) qD€x, y).

Teorema 52D(xy, ) {2+ O x 3+ Dy )k

Prueba. De acuerdo con el teorema preceder®z)ss verdadera, o bien vdX,
2 o xUOz=1. De D(xy, 2P(2), por lo tanto, debe seguirse gqu¥Xx, 2z 0 que
D(xy, 2( xd z=1); pero deD(xy, 2)( xd z=1) se sigue a su vez (Teorema 41) B 2).

Teorema 53P(x, y) + De(x, y).

Prueba. Verdadero pasa= 1, porque (Definicion 12P(x, 1) ya es verdadera.

Asumo que la proposicion es verdadera pasasobre esta base pruebo que es verdadera
paray + 1. De P(x, y+1) se sigue (Definicién 12) o bien qux, y), por lo que tenemos
De(x, y) y consecuentemente (Definicibn 14) tambidée(x, v + 1), o que

(x# y+1)D(x, y+1), por lo que (Corolario 1 al Teorema 5%, y + 1)y + 1 <x), que,
habida cuenta de la Definicion 14, prodbzgx, y + 1).

Teorema 54y < y)Dp(x Y)+ D x V).
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Prueba. Claramente verdadero cuando= 1. Asumo que la proposicion es

verdadera parg y después pruebo que es verdadera pafal. De y< y+1 se sigue o
bien quey< y, que junto corDp(X, y), de acuerdo con la asuncion, implRa(x, y) y
por lo tanto (Definicion 15) tambiéDp(x, y + 1), 0 quey =y + 1, que junto coDp(X, Y)
implica desde luego qup(x, y" + 1).

Teorema 55D(x, y)Dp(y, 2+ D{ x

Prueba. Para= 1, esta proposicion es verdadera, ya que (D&imit5)Dp(y, 1) es
falso. Asumo por tanto que la proposicion vale paralespués pruebo que vale paral.
De Dp(y, z + 1) obtenemos (Definicion 15) o bien qD@(y, 2), que junto corD(X, Y)
implica Dp(x, 2) y consecuentemente tambigp(x, z+ 1), o [que]D(y, z+ 1)P(z+ 1), que
junto conD(x, y), de acuerdo con el corolario al Teorema 20, acgadero &(x, z+ 1),

por lo que, de acuerdo con la Definicion Dp(x, z+ 1).
Teorema 56Dp(x, y)+ Dp( % X.

Prueba. De acuerdo con la Definicion 15, esto deb&erdadero pase= 1. Asumo
gue es verdadero payay pruebo que es verdadero pgral. DeDp(x, y + 1) se sigue, 0O
bien queDp(x, y), por lo que tenemoBp(x, X), 0 queD(x, y + 1)P(y +1), por lo que, de
acuerdo con el Corolario 1 al Teorema £5;1< x; pero deDp(x, y+1)(y+1< X)se sigue

(Teorema 54) quBp(X, X).
Teorema 57De(x, YT( Y+ D x X

Prueba. La proposicion vale paya= 1; paraDe(x, 1) es falsa. Asumo que la
proposicion vale parg y la pruebo parg+ 1. DeDe(x, y + 1)T(y + 1) se sigue o bien que
De(x, y)T(y + 1), por lo que (Definicion 1@ye(x, y)T(y), por lo que, como consecuencia de
la asuncionPp(x, X), o queD(x, y + 1)(y + 1 <X)T(y + 1), por lo que (Definicién 1dp(x,
y+ 1)+ 1<x)Dp(y+ 1,y + 1), porlo que a la vez, de acuerdo con el TeargmDp(x, y

+ 1)y + 1 <x), lo que implica (Teorema 54) que se sostienelp(g, x).

Teorema 58T(X).

34



Prueba. Verdadero paxa= 1 (Definicion 16). Pruebo quEx + 1) se sostiene sobre
la asuncion de qu&Xx) lo hace. De acuerdo con la Definicion 16, séloeséo probar que

Dp(x + 1,x + 1) para conseguir esto. De acuerdo con la D&imit3, tenemos quie(x +
1) o que P(x+1, x+1). DeP(x + 1)D(x + 1,x + 1) se sigue, de acuerdo con la Definicion

15, queDp(x + 1, x + 1). De P(x+1, x+1) se sigue, de acuerdo con el Teorema 53, que
De(x + 1, x + 1), que debe (véase la Definicion 14) teneDefx + 1, X) como una
consecuencia; pero @e(x + 1,X)T(X) se sigue, de acuerdo con el Teorema 57 Dypfe +
1,x+1).

Corolario.Dp(x + 1,x + 1).
Pues dd(x + 1) se sigue (Definicion 16) quip(x + 1,x + 1).

Este es el teorema al efecto de que cada numeres>divisible por al menos un
primo. Dp(x + 1, x + 1) realmente significa que+ 1 es divisible por al menos un primo

< x+1.

Ahora, para poder formular y probar el teorema de gada niamero > 1 es un
producto de primos, introduzco una relacion tee@fx, y, ) que ha de significarx‘es el

producto dey primos que son todas z”.

Definicion 17. Es falso que

Pxy.2=RxyzD)+ RX zyl pP)z0.x)z(PX }z (=x)Zh.x(P &

Esta es una definicibn doblemente recursiva, psge@irsiva con respectoyasi
como con respectoaP(x, 1,X) esta definida paraarbitraria (yx) y, si se asume qu(x,
y—1,2) ya esta definida pawarbitraria (yx), entonces, por medio de la primera ecuacion
de la Definicion 17 y la estipulacion de q&¢x, y, 1) ha de ser falsa, tenemos una
definicién recursiva de la funcidén proposiciogk, y, z), esto es, recursiva con respecto a
z. Mediante la ultima estipulacion de la Definicidd, P(x, y, 1) esta determinada v,
mediante la primera ecuacid®(x, y, z) estd determinada sobre la base de la asuncién de

queP(x, y—1,2) ya es conocida.
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Quiero introducir tres funciones proposicionalesma
Definicion 18.P"(x, 1,2 =P(x, 1,2). P'(x, y+ 1,2 =P (X, ¥,2 + P(x, y + 1,2).

Definicién 19. |_| (X) =P (% % X.
Definicion 20. |_|'(1) es verdaderoﬂ'(x+1) = |_| '(x)|_| (x+1).

La proposicionP’ (x, y, z) obviamente significa quees un producto de a lo mucho
y primos, cada unx z. La proposiciénn(x) significa quex es un producto de a lo
muchox primos, cada un& x. ﬂ’(x) significa que cada niumegodesde 1 hastao bien

es igual a 1 o es un producto de a lo muglpoimos <y, 0, en otras palabras, que cada

nameroy desde 2 hastaes un producto de a lo muckigprimos < y. El propésito real de

las consideraciones que siguen es probarﬁ}(e(ﬂ) se sostiene.

Teorema 59P(x, y, (= 2+ R xy 2

Prueba. Claramente, la proposicién es verdademsdoza= 1. La pruebo para +
1 sobre la asuncion de que vale pardDe z< Z+1 se sigue o bien que< Z, que junto
conP(x, Y, 2) tiene aP(x, y, Z) y por lo tanto también (Definicion 17)Px, y, Z + 1) como
consecuencias,oque=Z + 1,ydet=7Z + 1)P(x, Y, 2) claramente se sigue de nuevo que
P(x,y,Z +1).

Lema 1 (para el Teorema 6M(x,1,2)P(%.,1, 2+ R XX 2, 2

Prueba. Verdadero para= 1; pues (Definiciones 17 y 18X, 1, 1) ya es falsa.
Pruebo la proposicién pam+ 1 sobre la asuncién de que vale par®e P(x;, 1,z +
1)P(x, 1,z + 1) se sigue, de acuerdo con la Definicién 17,Rxg 1, 2)P(Xz, 1, 2), por lo
gue tenemos [queP(xixe, 2, 2), que a su vez tiene B(xyx, 2, z + 1) como una
consecuencia, o0 qu& (= z+ 1)P(x)P(xz, 1,z+ 1), o quexe =z + 1)P(xo)P(x1, 1,z + 1).
Pero deP(z + 1)P(xix/(z + 1), 1,z + 1) se sigue (Definicion 17) que(xixe, 2,z + 1).
Procedemos de manera analoga en el tercer caso.
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Lema 2 (para el Teorema 60)(x, ¥, 2 R x,1, 2+ R xx ¥1, }

Prueba. De acuerdo con el Lema 1, esto es verdgdeay = 1. Pruebo que la
proposicion es verdadera pgra& 1 sobre la asuncion de que vale pardhora, en caso de
quez = 1, de hecho obtenemos gBeuxe, ¥ + 2, 2) desdeP(x;, y + 1, 2P(x,, 1, 2), pues
P(x, 1, 1) es falsa. Por lo tanto, sobre la asuncegue el paso inductivo geay + 1 vale
paraz, pruebo que vale pam+ 1. DesdeP(x;, y + 1,z + 1)P(X;, 1,z + 1) obtenemos
(Definicion 17) tres posibilidades: (P(x1, y + 1, 2P(x, 1,2) ya se sostiene; entonces, de
acuerdo con la asuncion tenemos [de@]x., Y + 2,2), por lo que (Definicion 17P(x; X, Y
+2,z+1). (2) Tenemos [qué(x/(z + 1),y, z+ 1)P(z+ 1)P(x, 1,z + 1); pero dd’(x./(z +
1),y,z+ 1)P(x, 1,z+ 1) se sigue, ya que asumimos que nuestra progosica verdadera
paray paraz arbitraria, quédP(x;x./(z + 1),y + 1,z + 1), que junto coR(z + 1), en virtud de
la Definicion 17, implicaP(xixz, y + 2,z+ 1). (3) Tenemos [qQuél(x;, Y+ 1,2+ 1) =2+

1)P(x,); pero de esto obtenemos (Definicion P@uxe, y + 2,2+ 1).

Teorema 60P(x, %, 2 R %, ¥ 9( & 7+ BPxx .y Y )

Prueba. Habida cuenta del Lema 2, cuapde 1 oy, = 1, esta proposicion es
ciertamente verdadera para valores arbitrarioasledriables restantes. Asi, seguramente
vale para el menor valor posible de la swnpat+ y, + z + u, a saber, 4, para el que
necesariamentg;, =y, = z=u = 1. Ahora pruebo que la proposicion es verdadara p
valores deyi, Y, z, y u tales quey; + y» + z+ u = n, asumiendo que es verdadera para
aquellos casos en los quet y» + z+ u=n— 1.P(xy, y1, 2) es equivalente o bienR{x,, yi,

z— 1) o bien &(x1/z, y1 — 1,2P(2)D(X, 2). Ademas, tenemos o bien que& z-1 o queu =

z. La primera posibilidad es por tanR(x, y;, z-1) (%, ¥, Y( & =z 1) Pero, ya qug; +
Yo+ (z—1) +u=n-1, se sigue, de acuerdo con la asuncién hecb®&(&ix, y1 + Yo, Z—
1) y de aqui, a la vez (Definicion 17) gRe«uxXz, Y1 + Y2, 2). La segunda posibilidad €§x;,
Y1, Z— 1P(X2, Y2, 2). Pero, como aqui también necesariamgntey, + (z— 1) tu=n-1,
se sigue que P(xix, Y1 + Yo, 2. La tercera posibilidad es
P(x/zy-1L,2R 2R x y M 8 )Perode alli sesigue, yaque{ 1) +y,+z+u=
n—1, queP(Xxo/z, y1 + Y2 — 1,2)P(2), y de alli (Definicion 17) nuevamente geg«qxXz, y1 +
Y2, 2).
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Corolario.P(x,y, 2R %, ¥, 2+ RXx ¥ ¥ )\

Lema.P(x, %, 2R % ¥, 3+ R XX ¥ ¥ )

Prueba. Verdadero paya= 1 (Definicion 18 y Lema 2 para el Teorema 60).eBo
gue la proposicion es verdadera para 1 sobre la asuncion de que vale parde P’ (x,,
y1 + 1,2) se sigue, o bien qu&(xy, Y1, 2), que junto corP(xy, Yz, 2) tiene, de acuerdo con la
asuncion, aP (xiXe, y1 + Y2, 2) y por tanto también & (xix;, y1 + y» + 1, 2 como
consecuencias, o qiréxy, y; + 1,2), por lo que, junto coR(Xy, Yo, 2), Se sigue, de acuerdo
con el corolario al Teorema 60, q&éx X, y1 + 1 +V,, 2), por lo que (Definicion 18)

nuevament® (X;X, y1 + 1 +V», 2).

Teorema 61P(x, ¥, 2 P(%, ¥, 2+ R XX ¥ ¥ )

Prueba. De acuerdo con el lema, esto es verdadeeoyp= 1. Pruebo que la
proposicion es verdadera pggat 1 bajo la asuncidén de que es verdaderaypabze P (X,
y> + 1,2) se sigue (Definicion 18) o bien qB@&(xy, y», 2), por lo que junto coR” (X1, Y1, 2),
de acuerdo con la asuncion hedPdxixz, Y1 + Y2, 2), Y por tanto tambiéR” (x1xz, y1 + Y2 +
1, 2), o queP(xy, y» + 1, 2), que junto corP (xi, Y1, 2), de acuerdo con el lema, implica

P (XX, Y1 + Y2 + 1,2).
Lema.P(xy, 9+ P(x y z1).

Prueba. En virtud de las Definiciones 17 y 18, estoerdadero pasa= 1. Pruebo
la proposicion parg + 1 sobre la asuncién de que vale pa@eP’(x,y + 1,2) se sigue o
bien queP’(x, y, 2), de donde obtenemos [qU&)X, y, z+ 1), y por lo tanto (Definicién 18)
alavezP’(x,y+1,z+ 1), o queP(x, y + 1,2), por lo que (Definicion 17R(x,y + 1,z + 1),
y por tanto (Definicion 18p"(x,y+ 1,z+ 1).

Teorema 62P'(x, y, (= 2+ R xy 2

Prueba. Claramente verdadero cuarglo= 1. Asumo que la proposicion es
verdadera para y después la pruebo pafa+ 1. Dez< Z+1 se sigue, o bienque< 7,y

entonces dé”’(x, y, 2( = 2 se sigue, de acuerdo con la asuncién hecha&R'dquey, 7), y
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de alli, de acuerdo con el lema, Riéx,y, Z + 1), 0 se sigue que=Z + 1, y de alli, junto

conP’(x, y, 2), claramente se sigue qB&x, y, Z + 1).

Teorema 63F (X Y, (y< )+ P(x ¥y %

Prueba. Claramente verdadero cuando= 1. Asumo que la proposicion es
verdadera pard. De y< y+1 se sigue, o bien qug< y, o quey =y + 1. Ahora bien, de
acuerdo con la asuncion, d&(x, y, 2( y< y) se sigue qué’(x, ¥, 2) y por lo tanto

(Definicion 18) también quB’(x,y" + 1,2). DeP'(x,y, 2)(y =y + 1) se sigue, desde luego,

queP’(x,y + 1,2). Asi, la proposicion también es valida pgra 1.

Teorema 64 x=1)+ (y=1)+ |_| (X)+ |_| (y)+ |_| (xy).

Prueba. Ya que, de acuerdo con el Teorema 15sag@mmentex < xy e igualmente
y< xy,de P'(x, X, X)P'(y, y, y), esto es, de|_| (x)|_|(y), se sigue, de acuerdo con el

Teorema 62, qué (X, X, Xy)P"(y, y, Xy). Pero, de acuerdo con el Teorema 61Pdg, X,
Xy)P (Y, y, Xy) se sigue a su vez qi&(xy, x +y, xy). Si, ahora, [tenemos] ademas [que}(

1)(y > 1), entoncex+ y< xy, de modo que, empleando el Teorema 63, obten@hfog

Xy, Xy), esto es,|_| (xy). Asi, de(x>1)(y> 1)|_| (x)|_| (y) se sigue queﬂ (xy), que es lo

gue habia que probar.

Lema 1 (para el Teorema 6F5|’(x)(ys X) + |_| (Y.

Prueba. Claramente verdadero para 1. Asumo que la proposicion es verdadera
parax. De y< x+1 se sigue, 0 bien qug< x, o quey = x + 1. De |_|'(x+1) se sigue
(Definicién 20) que ﬂ’(x), y por lo tanto de|_|’(x+1)(ys X) se sigue, primero, que
|_|’(x)(ys ¥,y de alli entonces queﬂ’(y). De |_|’(x+1)(y: x+1) se sigue, desde

luego, que|_| “(y).

Lema 2 (para el Teorema 68X, y, z)|_| ( y)|_| (2( y> D+ |'| @
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Prueba. Esto es verdadero cuazde 1. Asumo que la proposicion es verdadera

paraz. De A(X, y, x+1) se sigue (Definicion 5) o bien qu¥x, y, z2) o0 quex=y(z+ 1). De
A(X, Y, z)ﬂ ( wﬂ'( z+1)(y 1) obtenemos, de acuerdo con la Definicion 20,
A(X, Y, z)ﬂ(}bﬂ’( 2( Y1) y de aqui, de acuerdo con la asuncion hecfﬁP(x). De
(x=¥ z+1))|_| ( }bn (z#D(y1D) se sigue (Definicion 20) que

(x=y( z+1))|_| (y)|_| (z1)(y>1) y de aqui, de acuerdo con el Teorema 64, mjex).

Asi, la proposicion también es valida paral.

Lema 3 (para el Teorema 69)e( x, y)|_| (x=1)+ |'| (X.

Prueba. Esto vale paya= 1, como puede verse por la Definicidon 14. Asume g
proposicion vale pam DesdeDe(x, y + 1) se sigue (Definicion 14) o bien gqDe(x, y) o
queD(x, y + 1)y + 1 <x). Desde De( % y)|_|'( x—1) debe seguirse, de acuerdo con la
asuncion, queﬂ (X). De acuerdo con la Definicién B(x, y + 1)y + 1 <X) debe ser
equivalente aD(x, y+1)(y+1< x—1); pero de|_|'(x—1)(y+1s x—1) se sigue (Lema 1)
que |_|'(y+1), de donde (Definicion 20)|_| (y+1), y como ademas, como se ve

facilmente, necesariamente (véanse las Definiciofesy 6) tenemos [que]

D(x, y+1)=A(X, y+1, x- 1), de D(X, y+1)|_| (y+ 1)|_| (x-1) se sigue, de acuerdo con el

Lema 2, que|_| (X).
Teorema 65“’(x).

Prueba. Verdadero paxa 1 (Definicién 20). Asumo quﬂ’(x—l) es verdadero y
después pruebcﬂ (X), que también prueba (Definicién 20) [quf]]’(x). O bien se

sostiene qu@(x), o bien queP(x). DeP(x) se sigue (Definicion 17) qu&x, 1, ), esto eso
(Definicion 18), queP’(x, 1, X), desde donde, de acuerdo con el Teorem#®§8, x, X),

esto es,|_| (X). De P(x)(x>1) se sigue (Definicion 13) quB(x, X), por lo cual (Teorema

53) De(x, X). Pero, de acuerdo con el LemalB( x x)|_|'( x-1) implica |_| (X).
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Corolario. |_| (x+1).

Pues, de acuerdo con la Definicién 2]U|(x+1) se sigue de|_|'(x+1). Esto,

empero, es el importante teorema de que cada niméres un producto de nameros

primos.

§ 8. ALGUNOS USOS EXPLICITOS DE SUMAS Y PRODUCTOSGICOS FINITOS

Si nos interesa evitar inicamente el uso de Vasdbgicas que se extienden sobre
dominios infinitos, alin podemos, desde luego, hidmer uso de variables que se extienden
sobre dominiosfinitos; no necesitan preocuparnos ni las maneras porguas estas
[variables l6gicas] podrian evitarse por medio e#nitiones recursivas ni las maneras por
las que las conclusiones que nos permiten alcapadrian derivarse, por induccion
matematica, de aquellas [conclusiones] que valea peoposiciones que no contienen

variables aparentes.

Si adoptamos este enfoque, entonces la teoria fectorizacion de primos, por
ejemplo, puede presentarse de forma mas senalag enuestro abajo. Uso la definicidén

de numeros primos ofrecida antes:

Definicion.P(x) :(x;tl)ﬁl (D(% Y+ (y=1)+ (y= ).

Teorema 66Zn: D(n, pP(p +(n=1).

p=1
Prueba. Vale para = 1. Asumase que la proposicion vale paran, conn > 1.
Entonces o0 bien la proposicion ZH:D(n,v)(v< N(n>1) o0 su nhegacion
v=1
n

|'l (D(n,v)+(v= nN+(v=1)) vale (porque aqu¥ = n es equivalentee=n,y vl av=

1). En el dltimo caso tenem@xn, n)P(n). En el primer caso, de acuerdo con la asuncién,
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n \

> D(v,p)P(p vale; consecuentemente > D(nV)D(v, pR P, por lo que
p=1

v=l  p=1

> D(n, p)P(p.

Ya queD(n, p) es equivalente a la suma proposicio@(n =vp), tenemos el

v=1

n n

Corolario(n=1)+>" > (n=vp A p.
v=l p=1
Defino ahora, recursivamente, una funcion propasa que en palabras es és

igual a un producto defactores primos, todos los cuales son”.

n n

Definicion 21.P(n1)= P(n); (nu+1)=> > (= vp R w) R p
v=l  p=1
El teorema sobre la factorizacion de cualquierena» 1 en un producto de primos

puede entonces formularse como sigue:

Teorema 6qn=1)+ > P(n,u).

4=
Prueba. Vale pama= 1. Asimase que la proposicion vale paran cuandon > 1.

Entonces, de acuerdo con el corolario al TeoremaE6Z(n:vp)P( P vale. Sin
vl p=1

embargo, den(= vp)P(p) se sigue (Teorema 15) que< n y entonces, de acuerdo con la

n n n-1

asuncién,ZV: P(v, 11). Por lo tanto,ni P(v,i) y ademas) > > (n=vp) R vu) R p,

v=l p=1 u=1

n-1 n
que es= > P(n, u+1), por lo qued_P(n, 41).

u=1 u=1

Quiero probar, ademas, el teorema sobre la exist@e infinitos primos. Primero

defino la funciém! como

Definicion 22. 1! = 1;4 + 1)! =nl(n + 1).
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Lema. M>n) + D(n!, m).

Prueba. Claramente verdadero paral. Asumase que es verdadero para un cierto

n. Si no [es el caso qua}j>n + 1, entonces o biem=n+ 1 om<n+ 1 (esto esms< n).

De acuerdo con la Definicion 22 y el Teorema 1&meosD((n + 1), n + 1). Sim<n
tenemos, de acuerdo con la asuncidn!, m), y, ya que (Teoremas 16 y 1Bj(n + 1)!,
n!) también vale, obtenemos (corolario al TeoremaX{(n + 1)!, m).

ni+l

Teorema 68.2 P(p)(p> n. (En palabras: Pamarbitrario hay un primg@ > ny

p=1

<nl+l))

Prueba. De acuerdo con el Teorema 66, se sostianeproposicion

ni+l
ZD(n!+1, p)P(p. Pero deD(n! + 1, p)P(p) se sigue que > n. Pues, si tuviésemos que

p=1
p<n, se seguiria, de acuerdo con el lema, Q(®@, p), y esto, junto co(n! + 1, p),

implicaria (corolario al Teorema 24) [quBl1, p) y por lo tanto que = 1, lo que es

imposible habida cuenta &gp).

Para probar la unicidad [uniqueness] de la faracidon de un ndmero en un
producto de factores primos debo primero anticgdgunas consideraciones sobre sumas y
productos de arbitrariamente muchos términos @ffast asi como definir una funciéa,

b; m, n).

Seaf(r) una funcién descriptiva arbitraria. Defino Iasp&asionest(r) y
r=1

|'l f(r) recursivamente como sigue:
r=
Definicion 23.

n+1 n n+l n

S HO= @O O+ 0+D[]1 O=F O]F O=[]F OF 6+
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En lugar def(r) a menudo escribimag, by, y asi sucesivamente. Para una funcion

descriptiva arbitraria, establezco que

Definicion 24.a =g sir<v, ygd¥ =a,, sirzv

Teorema 69n=1)+ (v> n)+(zl:q Q,+Z é"’](” a= @El_l ﬁoj

Prueba. Solamente necesito considerar la sumardpogicion vale cuando = 1.
AsUmase que vale pama Para mostrar que entonces también vale pard, sea primero

guev < n. Entonces
n+l

n-1
ZaT Za+an+l g+ d'+ a,
r=1

y ademasa!” = a_,,. Consecuentemente (de acuerdo con la Definici$n 24

n-1

n-1 n
Yal+a,=), 4"+ 47 =) 4
r=1 r=1

r=1

y por lo tanto

Por otro lado, sea=n+ 1. Entonces’” = g parar<n Consecuentemente

n+1

+1 = G+
Z@ Z%’f% =3 +Ze§”)

En muchas derivaciones hacemos uso del argumentpiel tal suma (o producto)
permanece sin cambios cuando los términos (o gj@ason remplazados por nimeins
siempre que éstos estén en algun orden secueshéico al de los [términos (o factores)]
a. Para poder formular esto convenientemente, inroal una funcion proposicionigh, b;

m, n), dondea y b son signos para dos funciones descriptivas ariaittar
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Definicion 25.1(a, b; 1, 1) = @1 = by). I(a, b; 1, n)(n > 1) es falsol(a, b; m, 1)(m >

1) es falso. I(@b;m+L,n=> (g, =h)I(ab; mr1bY fue definido en la

v=l

Definicion 24).

I(a, b; m, n) significa entonces, en palabras: “Los nUmergs.

., @m Son en algun
ordenamiento idénticos a los numelgs..., b,

Teorema 701 (a,b;m, n)+ (m= 1.

Prueba. Verdadero cuando= 1, por la Definiciébn 25. Asimase que es verdadero
para m. De I(a b; m + 1, n) se sigue qued (a,,=h)I(ad";mn-1). Pero

v=1

| (a,b™; m, n—1) implica quen=n- 1. Por lo tanton+ 1 =n.

n

Teorema 7110Tm,n)+(2 q= Z bj(rl l_l Pj

Prueba. Considero solamente la suma. Primerodouasn 1, se sigue quea=ny

la proposicion claramente vale. Asumase que vakempa 1. Del(a, b; m, n) se sigue que

> (a,=b,)I(a b”; -1, n-1). Pero, de acuerdo con la asuncidra,b”’;n-1,n-1)
p=1
n-1 n

produce » a => K, y ademas tenemos (Teorema 6B)+> h” =>'h. De

r=1 r=1 r=1 r=1

n-1 n-1 n n
a,=b,y> a=> " sesigue porlotanto que a =) h.

r=1

r=1 r=1 r=1

Teorema 72D(|jar, pj P( p)+i O a, p.

Prueba. La proposicién vale pama= 1; asimase que vale para un ciertde

D(amEﬁl a, pj se sigue (Teorema 52) qud®(a,,, p)+ D(ﬁl a, pj R p. De
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D(” a, p} P( p se sigue, de acuerdo con la asuncién,Eu(aT, p). Asi, en cualquier

r=1

n+l

caso,D(a,,,, p)+i D(a, p), que es= Y D(a,, p), vale.

r=1 r=1

Teorema 73D(|j pr,qjﬁl P(R) F(c)+zr1:( p= 0.

Prueba. Por el Teorema 72, deslﬂ%rl pr,q] derivamosz D(p,,q). De D(pr,

r=1

ag)P(pr)P(q), sin embargo, se sigue que: (€ q) + (q = 1))P(q); por lo quep: = q. Por lo

tanto, Y (p, = 0).
r=1

El teorema sobre la unicidad de la factorizaciémpdmos se lee ahora como sigue:

Teorema 74[|j D, ¢|jq;j+ﬁp( 9)+i RaQ)+ pagu V.

Prueba. Pruebo primero la proposicion paral. Si ( p, = ” 05] P g)rl R q),

entonces se sigue, de acuerdo con el Teorema &3) op, = q,). Ademas, dep, = q, y

o=1

v-1 v-1
de p, = parl d” se sigue la ecuacidn= |_l a\” , que es imposible si> 1.
S= r=

Asumase que la proposicion es verdadera para emoqgi. Entonces, de la

+1 \Y +1 v
proposicion (ﬂ” p, = osjﬁ P |q)|_| R Q) se sigue que

D(rl 0., p‘”ljl_l P(q) R R..), por lo que a la vez, de acuerdo con el Teorema 73,

\ v v-1
> (pP,n=0,). Ademas, ” q, =09, l_l ¢”, y por lo tanto obtenemos
p=1 S=. s
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\ H v-1
Z( pr:rlpé")} y por consiguiente, de acuerdo con la asuncién,
p:j_ r= S=.

21 (P05, v=1)(P,s = §), que es 3(p, g 4 + 1,V).
=1

Finalmente, quiero abordar algunas reflexioneardépo mas general. Tenemos el

siguiente
Teorema 75al(n)+ >’ rlU(v)(U(,u)+(,U= \)), dondeU denota una funcion
vl  p=

proposicional arbitraria.

En palabras: Si conocemos un nimemara el que la proposicids es verdadera,
existe un menor numero para el qUees verdadera. Aqui, debe notarse que las
proposiciones con las que estamos ahora ocupaglogre se consideran como dadas sin
variables aparentes que se extienden sobre donimfiogos, de modo que siempre es

finitamente decidible di(x) es verdadera o no para unarbitraria.

Prueba. Paran = 1 la proposicion es claramente verdadera. AsUntpse es

verdadera para toda < un cierton. Entonces, sU(n + 1) es verdadera, también lo es
n n

|_|U(x) oZU(x). En el primer caso, por Ilo tanto, se sostiene que
X= x=1

n+1

U(n+1)|'l(U(v)+(v: n+1)). En el dltimo caso, de acuerdo con la asuncion, de

x Yy -
U(X)(x<n se sigue quez UXU(2+(z=y) y por tanto,a fortiori, que

> [V + =)
® Desde luego, también podemos escribir, por ejenhbﬁ + i ﬁl U (V)(m +(U=\)).
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Teorema 75b. D& (a)ﬁl(mﬂx: 3) U(l)rtil(ﬂﬂ y= B) se sigue qua =

Este teorema expresa la unicidad del menor nimero.

Prueba. Si tuviésemos qaet b, tendriamos quea(< b) + (@ > b). Pero dea< b se

sigue de inmediato qué(a) , e igualmente, de < a, queU (b) .

Debido a esta unicidad podemos introducir una impprtante funcion descriptiva
de la funcion proposicional generdl que denota al menor numero para el gues
verdadera. Concedido, esta funcidén descriptivaetiem restringido dominio de definicion,
porque no tiene ningun valor si la proposicldmo es verdadera de ningn namero. Pero
debe enfatizarse que nos estamos ocupando soélosdelimeros naturales hasta cierto
limite superior, que, no obstante, puede ser arldimente grande. La funcion descriptiva,
por lo tanto, puede denotarse con Min¢). Esto significa el menor niumero entre los
numeros 1 a para el quéJ es verdadera, y no tiene ningun significadt) @s falsa para
todos estos numeros. Asi, no estamos tratando r@ruaciéon MinyU), o Min(U, «), que
significaria el menor nimero satisfaciendo la psa@onU y no tendria ningan significado
si U es falsa para cada namero; pues todo esto reigueel “infinito real”, por tanto, del
uso de variables logicas aparentes extendiéndobee stominios infinitos. Pero la
restriccion que aqui debemos imponer sobre elfgigdd de esta funcion minima no hace
ningun dafio en la practica; pues, siempre queenilos el teorema que afirma que en una
clase de enteros positivos existe uno menor, elywea caso debemos primero llegar a
conocer un numena de esta clase, y después podemos trabajar comisstésima funcién
Min(U, n).

Finalmente, deseo hacer algunas observacioneg $@biocion de cardinalidad
[zum Anzahl-begriff¢ Si ciertos objetos (nimeros, pares de numeriptes de nimeros, y
asi sucesivamente, o quiza funciones descripts@s)napeados uno-a-uno sobre todos los

nameros< un cierto nimera, entonces yo digo qusal cardinalidad es.n

Con el fin de mostrar que este niumeres invariante con respecto a los diferentes
mapeos, debemos probar el siguiente
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Teorema 76. Derl T((x= )+ (13 # f(v)))rl(f(>9< r)rlZ(y: 2,

y= y=1 z=1

dondef es una funcion descriptiva arbitraria, se siguermgeen.

En palabras: Asimase que los nimeros quessnrson mapeados uno-a-uno sobre

todos los nUmeros n; entoncesn = n.

n 1 n
Prueba. Tomo primero el caso en elmuel. De ”Z(y: f(2)= rl( y= f(1))
y:

y=1 z=1

se sigue, habida cuenta de la unicidaf{ e que necesariamenie= 1.

Asumase que la proposicion vale para un ciertBntonces, si tomo el valar+ 1,

m+1

en cualquier caso necesariamemte 1. Si no, derl (f(x)<1) obtendriamo$(1) = 1 asi

como f(2) = 1, mientras que se suponia que teniarh@3 # f (2). Consecuentemente,

podemos escribim + 1 en lugar d@, y ahora debemos probar que n.
Considérese primero la asuncigm + 1) =n + 1. Entoncesrl (f(x)# f(m+1)), o

|'l(f(x)¢n+1). Ya que, ademésr'(f(x)s n+1), se sigue quer'(f(x)s n). De

n+l m+l n m+l

”Z(y- f(2) se sigue quﬂZ(y— f(2)(y< n, estoes,

=1 z= =1 z=

HZ((V‘ f(2)+(y= f((mtD)(y< f{ m 1)),

=1 z=

gque es= Z(y— f(2). En virtud de la asuncion hecha, por tanto, ne@santem = n.
y=1 z=

Considérese después la asund{ém+ 1) =v < n + 1. De acuerdo con la asuncién

n+l m+l m+1
de que Z(y— f(2) tenemosZ(n+1— f(2)), es decir,

y_z z=1
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Y (n+1= £ () + (n+1= T (m+1),

[y] por consiguienteZ(n+1: f(u)). Aqui, el nUmerou estd determinado de manera
H=1

Gnica. Introduzco ahora una nueva funcion desesjti, que esta definida asi:(x) = f(x)
si x£uy <m Ademasf (1) =f(m+ 1) =v; f "(m+ 1) =f(x) =n + 1. Debemos entonces

mostrar meramente gdié satisface las mismas condiciones fjue

De (f(x)<n+1)(x# u)(x< m) se sigue quef’(x)<n+1, ya que, en este caso,

f'(x)= f(X). Ademas, claramente tantd “(«) como f "(m) son <n+1l. Asi,

m+1

|_|(f'(x)s n+1).

m+l

De ) (x= f(y)) se sigue que

y=1

m+l m+l

Z(X= fF(y# i)(y< rr)+Z,( = AN FEm+(F ml),

mL m+l

por lo que Z(x: f(y)+(x= f(m))+(x= f(u)), que es:Z(x: f'(y)). Asi, de
ﬁmi(x: f(y)) se sigue también q nﬂmi(x: f(y)).

m+l m+l

De acuerdo con la asunciéﬂ Z((x: y)+(f(X £ f(y))) vale. Si tenemos
=1 y=

=1

(fO# T(M(x# )(xs My p)( = M

entonces inmediatamente se sigue qi(e) # f'(y). Si tenemos

() # FM(x=p) +(x= meD))(y= L)( Y= My

entonces
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((FO) =t +(F) = f(m+r)(F(Y = F(M( Yz ()1 yz (m1)

vale, y consecuentementé(x) # f'(y). Similarmente si

(F) 7 f(N(x=@)(xs M y=)+( ¥ 0.
Finalmente,

(F) 7 F((x= ) +(x= mtD)(( y=p)+ (Y= 1))
produce

(x=p)(y=mtl)+(x= mt1)( y= u),
y por lo tanto también

(709 = f(m+))(F(y) = f))+(F(¥= fFe)(F(Y= f(m-1),

n+l m+l

y consecuentement&’(x) # f'(y). Asi, la proposiciénrl rl((x =y+(f (X% f(y))) es
x=L y=
verdadera.

Observacion Cuando esta dada una cierta clase de objetosestacd tentado a
decir: que estos objetos seamn numeron siendo finito, significa quexisteun mapeo
uno-a-uno de estos objetos sobre los primaragmeros. Pero en esta definicion ocurre
una variable l6gica aparente (el mapeo), y no lrayuma razora priori para esperar que el
dominio sobre el que se extiende esta variablefis@a, a menos que uno tenga, de
antemano, un teorema que afirme g@uaumero de posibles mapeos es firitor lo tanto,
desde el punto de vista estrictamente finitistai @agoptado, tal teorema primero tendria
gue ser probado si ha de ser definible la nocioceddéinalidad para los objetos en cuestion.
Esto parece ser un circulo vicioso, pero no lmesiecesitamos la definicion general de la
nocion de cardinalidad, ofrecida arriba, para éstai un teorema especial que afirme que
ciertos objetos som en numero, porque podemos establecer tal teoreimeiendo
realmenteun mapeo; de este modo, evitamos tratar el map®eo oona variable I6gica. Asi,

incluso en los casos mencionados podemos estalpieg®ro un teorema especial a efecto
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de que el nimero de mapeos que son posibles etut@bsea finito, y después de eso

ofrecer la definiciobn general de la nocion de caatidlad para clases de objetos.

Para cualquier clase, puede ofrecerse de manererafjecl nimero de enteros
positivos que sork n y que pertenecen a esa clase mediante una fudefarible como

sigue.

SeaU una funcién proposicional arbitraria; establezéo la
Definicién 26.(NU (1) =)U (1)+ (NU (1)= OJ (L y
(NU(n+1)= NU(n+)U(n+ D+ (NU(rn+ )= NU(D) U( = 1)

En palabras: La funcién descriptidU(x) tendrd el valor 1 o 0 para = 1
dependiendo de &i(1) es verdadera o no. Ademai)(n + 1) sera igual &U(n) + 1 0 a
NU(n) dependiendo de &l(n + 1) es verdadera o no.

Es facil mostrar entonces gh&J(n) da, de hecho, el nimero de nimexasn para

el queU(x) es verdadera. No profundizaré en esto aqui.

Frecuentemente es el caso que ciertos objetoswsnarados por medio de enteros,
pero de un modo tal que varios nimeros son asigneatmo subindices para cada objeto.
Puede entonces ofrecerse el niumeroddéintos objetos entre ellos por medio de una
funcionT(X) que paso a definir ahora.

Searay, ..., &, l0s objetos; establecemos la

Definicion 27.T (I LT (+ 1F T ¢ )ﬁZ 4.3 3+ T FT O J) 4a®a
s=1 S=

Por otra parte, por medio de la funcion Minf) definida antes, puede ofrecerse

una eleccién, determinada de manera Unica, destens completo de representantes de

distintos objetosa. Ademas, es posible definir las frecuencias adasigHaufigkeits-

* Estrictamente hablando, el nimero 0 no ha sidodotido; pero podemos hacer la convencién de @ue |
cardinalidad O ha de significar que no hay “objétos
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zahlen] que indican qué tan a menudo ocurre cagdootistinto en la secuends, ..., a,;

y asi sucesivamente. No quiero elaborar mas este.pu

OBSERVACION FINAL

Este articulo fue escrito durante el otofio de 18&8pués de haber estudiado el trabajo de
Russell y Whitehead. Se me ocurrié que ya el usaglgariables l6gicas que ellos llaman
“reales” ciertamente bastaria para suministrarunddmento para grandes partes de las
matematicas. (Relacionado con esto, pues, debevabse que, por medio de definiciones
recursivas, pueden eliminarse variables apareniese extienden sobre dominios finitos.)
La justificacion para introducir variables aparentggue se extienden sobre dominios
infinitos parece ser, por tanto, muy problemates;decir, uno puede dudar de que haya

cualquier justificacion para el infinito real otednsfinito.

Por otro lado, ya no estoy satisfecho con la nzamer la que procede aqui la
elaboracion légica, porque al haber seguido ebpatel trabajo de Russell y Whitehead la
hice demasiado pesada desde el punto de vista eom@nfiormal. Empero, incluso al
suministrar un fundamento para las matematicaa sgdtancia lo que es importante, no la
notacion. Pronto publicaré otro trabajo sobre losdamentos l6gicos de las matematicas
que esté libre de esta torpeza forma&tero ese trabajo también es consistentemente
finitista; esta construido sobre el principio deoKecker de que una definicibn matematica
[Bestimmung] es una definicion genuina si y séle@iduce a la meta por medio de un
namerofinito de intentos.

® Desafortunadamente, Skolem nunca publicé estejoraNota del Traductor.
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