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Comunicado por Paul R. Halmos el 22 de marzo é8 19
[El autor es miembro de la Fundacion Alfred P. 8Joa

En la prueba de la consistencia de la hipétesisatginuo y el axioma de eleccion
con los otros axiomas de la teoria de conjuntogjeG{l] introdujo la nocion de un
conjunto constructible y mostré que los conjuntosstructibles forman un modelo para la
teoria de conjuntos. Estos conjuntos son intuitesae aquellos que pueden alcanzarse por
medio de una secuencia transfinita de varias operee simples. Después mostré que el
axioma de eleccion y la hipotesis del continuo aralen la coleccion de conjuntos
constructibles. Si el universo original de conjengs suficientemente rico en nimeros
ordinales, se seguira que cada conjunto es cotibtajcen cuyo caso decimos que el
axioma de constructibilidad esta satisfecho. Estmn@a implica los dos axiomas
previamente mencionados. Sin embargo, desde um pienvista puede parecer que esta
nocién de constructibilidad no corresponde intaitiente con lo que se quiere decir con
constructivo, ya que puede suceder que todos logurtms en el universo sean
constructivos. En este articulo mostramos que uwogion mas restringida de
“construccion” producird una clase de conjuntos fiuenan un modelo minimo para la
teoria de conjuntos. De esta manera probamos kistencia de una forma mas fuerte del
axioma de constructibilidad. Observamos que la @keaina coleccion minima de objetos
satisfaciendo ciertos axiomas es bien conocidagmhtematicas; por ejemplo, en la teoria
de grupos a menudo se considera el subgrupo genpoadina coleccion de elementos, y
en la teoria de la medida se definen los conjuiiéoBorel como el mas pequefio algebra-

de conjuntos conteniendo los conjuntos abiertos.

Trabajaremos dentro del marco de la teoria deuntwg de Zermelo-Fraenkel
(denotada por teoria de conjuntos Z-F); el rasgactaristico de esta teoria es que el
axioma de sustitucion consiste en un numero cantdel enunciados, uno para cada

relacion definibleR(x y), que dicen que si para algun conjunto Ajy para todax enA
existe un Unicoy tal que valeR(x y), entonces existe un conjunB consistiendo en

precisamente esgs Ya que mucho de las pruebas de los teoremasstal@ecemos sigue
muy de cerca a los argumentos de [1], seremosragieeves.



Nuestro resultado principal es

TEOREMA 1. Existe una coleccidn de conjuntos que satisfacertel@ia de
conjuntos Z-F y tal que cualquier otra colecciom esntiene una sub-coleccion isomorfa a
ella.

Aqui, nos referimos a que la relaciGnse toma como la habitual. Por un modelo

bien fundadaopara la teoria de conjuntos nos referimos a una phique no existe una
secuencia{a},a, en el modelo tal que,,,0a,. Un modelo bien fundado siempre es

isomorfo a un modelo de conjuntos reales. De estorpodemos replantear el Teorema 1
al decir que hay un modelo para la teoria Z-F gté& eontenido en cada modelo bien

fundado. Una colecci6@ de conjuntos es llamadeansitivasi siempre quexdC y y[ x
entoncesy ] C. Es claro que cada colecci@ue conjuntos es isomorfa (con respecid a

a una coleccion transitiv&'. A saber, definase por induccion transfinita en el rango de
x para todox[JC, de modo quexx)={y| 0zO C Z1 x¢A ¥= Y Con esta observacion,

el Teorema 1 se sigue del Teorema 3 de abajo.

SeaT, cualquier coleccion transitiva de conjuntos coigiedio el conjunto de todos

los enteros. Para cada ordimak 1 definimos el conjuntd, por induccion como sigue:

Establézcas€, =U,_, T,. Entonces:

L<a

(1) Sixey pertenecen &,, {x,y} pertenece &,.

(2) SixUC,, z={y OU yO ul ¥ pertenece q,.

(3) Si xC,, z={y yO x yI G} pertenece &, .

(4) Si R(a b es cualquier condicion sobre conjuntysb construidos desde los
simbolos l6gicos y desde conjuntos@pn y si para algum fijo en C,, y todoy
en x, existe un unicoz en C,, tal que R(y, 2 vale cuando todos los
cuantificadores en R estan restringidosCg, entonces el conjunto de todos
taleszOT,.

(5) Unicamente los conjuntos descritos en (1) hastpdagnecen &, .
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Es facil ver queT, son una secuencia creciente de conjuntos.

Observamos que esto difiere de la definicion deebdd conjuntos constructibles

solo en que nosotros no requerimos yepertenezca d, .

A la unionM de todoT, para todos los ordinales la llamamos el modelo minimo

generado pofl,,.

TEOREMA2. M es un modelo para la teoria de conjuntos.Z-F
PRUEBA. Precisamente como en [1].

TEOREMA 3. Si M ' es cualquier coleccion transitiva de conjuntosdaé T, [0 M’

para la que vale la teoria de conjuntos Z-F, enesel '[1 M.

PRUEBA. Para cada ordinalr en M, denétense co, y C_ los conjuntos
formados dentro d&1 ' por precisamente el mismo proceso por el que sesfoil, y C,.
Es claro que para enM', T =T y C,=C,. DenoteM " la unién de todcC, para

alM'. Pdngase

Z={O’| Ca+l 7 Ca}’
> ={alaOM',C, #C,}.

Tanto z como Z son claramente segmentos iniciales de ordinalesmafmos que

ZDZ' . Pues, de otro modo, para algnen > , S es el supremo d{l , Y por
tantoC, =M". Ya queM " es un modelo para la teoria de conjuntos Z-Fgse gjue las
operaciones (1) hasta (4) no forman ningunos nuemgisintos cuando son aplicada€ g,
y por lo tantoC,,, =C; 0 ﬁDz , una contradiccion. De aqui qlig 0 M para todoa

en)  ,yportantoM'0M.

TEOREMA4. Si T, es contable, también lo es M



PRUEBA. Por el teorema de Skolem-Léwenheim hay un modeintable de

conjuntos conteniend®,, asi que el teorema se sigue desde el Teorema 3.

Denote M, el modeloM donde desde ahora se torfja para ser meramente los

enteros y el conjunto de todos los entefds. es entonces el modelo minimo referido, y
esta contenido en cada modelo transitivo de comgupéra la teoria Z-F. De la prueba del

Teorema 3 se sigue quE esta contenido eM, y asi que, enM,, vale el siguiente

axioma:

AXIOMA FUERTE DECONSTRUCTIBILIDAD. Para cada conjunto x, existe un ordinal

ayxdT,.

Notamos que claramente hay sistemas en los que xiema fuerte de
constructibilidad falla, a saber, cualquier modelcontable. También es facil ver que la

forma fuerte implica la forma habitual del axiomeabnstructibilidad.

Por ultimo, afiadimos una aplicacion al probleméadadependencia del axioma de

eleccion.

TEOREMA 5. Sea R(X) cualquier condicion construida desde los simbddgscos.

Entonces, utilizando la teoria de conjuntos Z-F,iraposible probar que los conjuntos

satisfaciendoR(x) forman un modelo para la teoria de conjuntos Z-la yegacion del

axioma de eleccidn (o incluso la negacion del adata constructibilidad)

PRUEBA. Si tal prueba existiese, implicaria que el cotgume x en M,
satisfaciendoR(X) en M, formaria tal modeldN. Podemos formar el modelo transitivo
N', que es isomorfo B y que sigue siendo un submodeloMeg. Ya queM, es minimo,
N'=M,, y asi el axioma de constructibilidad vale dnEn el Teorema 5 permitimos la
posibilidad de que la prueba de que el axioma détgcion vale puede involucrar una
prueba distinta para cada uno de los enunciaddalies en ese axioma.

El Teorema 5 muestra que en algin sentido el @nmublde independencia del

axioma de eleccién es mas dificil que el de la isterscia, porque en el Ultimo caso la
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relacion R(X) fue tomada para ser la de conjuntos constructiblagprueba de que en esta
coleccion de conjuntos valia el axioma de eleccidicamente requeria de la teoria Z-F.
Desde luego, el Teorema 5 no imposibilita la caresion de tal modelo por medio de
operaciones que van mas alla de la teoria Z-Fegjeonplo, basadas en una enumeracion de

enunciados en la teoria Z-F y la verdad o falseldaéista.

Es sabido [2] que no existe ningin modelo mininacapel andlisis, i. e., una
coleccion de conjuntos de enteros y satisfacierm$o axiomas del analisis que esté
contenida en cada otra coleccion asi. La dificuppadeceria ser que no hay una unica
representacion para ordinales en el andlisis quureBente a la representacion estandar en
la teoria de conjuntos. Sin embargo, las ideasriargs también pueden aplicarse al
analisis, y en este caso se obtienen los sistemaisuales del analisis ramificadd,.
Precisamente como arriba, uno puede mostrar qu@ién es un modelo para el andlisis.
Ya que la construcciéon puede llevarse a cabo deetron modelo contable para la teoria de

conjuntos, es claro, como antes, que es un modaeitalde. El hecho de que lo§, se

detengan en un ordinal contable en realidad pusstgse en la teoria Z-F. Obsérvese que

los A, ciertamente se detienen parss ¢«j, el primer ordinal incontable. (Si tomamasg
como el primer ordinal incontable eM,, inmediatamente vemos que lo8,
definitivamente se detienen antes de que lo Haga Se puede utilizar el argumento de
Skolem-Léwenheim para deducir que hay una secuame@ente de ordinales contables
B.,.B=LimpB,, tal que enA, y A, todos los enunciados verdaderos siguen siendo

verdaderos erf, . De esto se sigue que cualquier conjunto de enfermado enA; ya es

idéntico a un conjunto formado e, para algum. Por lo tanto, el proceso se detiene con

Queda por encontrar un modelo para el analisissgaeminimo en alguna clase
natural de modelos. En esta direccion MostowskhgBintroducido la nocién de un modelo
B, i. e, modelos en los que los ordinales contabtesesponden a verdaderos bien-
ordenamientos de los enteros. Seria interesané sabn esta clase puede encontrarse un

modelo minimo, y cudl es la relacién con el amaliamificado.
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